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Введение

Математическая
модель принятия
решений

Согласно методологии исследования опера-
ций [9, с. 18], принятие решений по управ-
лению сложной системой в самом общем ви-
де описывается математической моделью на

уровне «черного ящика» (рис. 1). В ней X обозначает управля-

Оценка 
полезности

исходов

Модель 
системы

ЛПР

Рис. 1. Системная модель операции

емые факторы (переменные, параметры); Y — неуправляемые
факторы; Z — выходные факторы, определяющие исход (резуль-
тат) операции.

Принятие решения — это процесс выбора таких значений
управляемых факторов, которые обеспечивали бы наилучший
(или хотя бы приемлемый) результат операции с точки зрения
лица, принимающего решение — ЛПР (decision maker — DM). От-
ношение ЛПР к результату операции описывается одной или не-
сколькими целевыми или критериальными функциями (objective
function, criterion function) Qj(Z), отображающими исходы на
упорядоченное множество, чаще всего множество действительных
чисел. Величина uj = Qj(Z) называется оценкой или полезно-
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стью (utility) исхода Z по j-му критерию. Иногда оценки по кри-
териям получаются в результате объективных измерений (вели-
чина прибыли, расход ресурсов, надежность и т. п.), однако неко-
торые критерии имеют ярко выраженный субъективный характер
(красота, удобство и т. п.), оценки по ним могут быть получены
только экспертным путем. Организация экспертизы и последую-
щая обработка экспертной информации составляют предмет са-
мостоятельной научной дисциплины, тесно примыкающей к пси-
хологии. Основные понятия и некоторые методы субъективной
теории измерений мы рассмотрим в гл. 15.

Классификация
задач принятия
решений

Задачи принятия решений отличаются боль-
шим разнообразием и могут быть классифи-
цированы по нескольким основаниям.

По количеству учитываемых целе-
вых функций. Задачи подразделяются на однокритериальные
(one-criterion) и многокритериальные (multple-criteria). В одно-
критериальных задачах предполагается, что результат операции
может быть с исчерпывающей полнотой оценен единственной це-
левой функцией, все остальные факторы фигурируют только в
виде ограничений. Тогда нахождение наилучшего решения состо-
ит в максимизации или минимизации этой целевой функции при
заданных ограничениях. Такое предположение является, конеч-
но же, сильным допущением. В реальной жизни, как правило,
приходится оценивать исход операции с разных сторон, причем
цели оптимизации могут противоречить друг другу. Приходится
искать разумный компромисс между качеством и ценой при по-
купке изделия, между мощностью двигателя и расходом топлива
при проектировании автомобиля и т. д.

По мощности множества альтернатив. В дискретном слу-
чае управляемые факторы могут принимать только фиксирован-
ные значения, тогда множество вариантов (альтернатив) решений
является конечным или счетным: X ∈ {a1, a2, . . . am, . . . }. Такая
ситуация часто встречается в обыденной жизни, когда приходится
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выбирать один из конечного числа вариантов действий, например,
купить один из подержанных автомобилей, различающихся годом
выпуска, ценой, пробегом, техническим состоянием.

В операциях проектирования управляемые факторы имеют
смысл технических параметров изделия, которые могут прини-
мать непрерывные значения в некоторых интервалах. В этом слу-
чае вариант решения представляется многомерным вектором

−→
X ,

а множество возможных вариантов имеет мощность континуума.

По виду неконтролируемых факторов. В простейшем
случае неконтролируемые факторы отсутствуют, тогда мы имеем
задачу принятия решений при определенности (decision-making
under certainty).

Методы нахождения оптимальных решений при определенно-
сти зависят от количества целевых функций. В однокритериаль-
ном случае применяются известные нам по предыдущим главам
алгоритмы математического программирования. Если же количе-
ство целевых функций более одной, возникает очень непростая за-
дача многокритериальной, многоцелевой оптимизации (multiple
criteria optimization, multiobjective optimization). Подходы к реше-
нию таких задач весьма разнообразны, их краткому обзору по-
священа гл. 16.

При наличии неконтролируемых факторов, даже в однокри-
териальном случае, возникает задача принятия решения при не-
определенности (decision making under uncertainty). Неопределен-
ность может быть вызвана различными причинами, в соответ-
ствии с этим задачи принятия решений при неопределенности рас-
падаются на три класса.

1. Принятие решений при риске (decision making under risk).
Под риском в теории решений понимается ситуация, когда некон-
тролируемые факторы являются случайными (random), то есть
в каждом конкретном случае выбора решения неизвестными, но
распределение вероятностей которых, исходя из прошлого опыта,
з а р а н е е и з в е с т н о. Хрестоматийными примерами опера-
ций, в которых ЛПР действует в условиях риска, являются де-
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нежные лотереи, к ним близки по духу операции страхования.
Проблеме принятия решений при риске посвящена гл. 17.

2. Принятие решений при незнании (decision making under lack
of knowledge). Эта ситуация типична для операций, в которых
роль неконтролируемых факторов играют природные или обще-
ственные условия. Например, прибыль от размещения капитала
зависит как от решений по структуре портфеля инвестиций, так
и от будущей ситуации на рынке, которая, увы, не управляется
отдельным инвестором. Такие операции иногда называют игра-
ми против природы (games against nature). Принципы принятия
решений при незнании рассматриваются в гл. 18.

3. Принятие решений при противодействии (decision making
under competition). Этот случай имеет место тогда, когда некон-
тролируемые факторы находятся в руках разумного противни-
ка, интересы которого не совпадают с интересами оперирующей
стороны. Возникает конфликтная ситуация (conflict situation).
Типичными примерами конфликтов являются столкновения ин-
тересов в салонных играх (parlor games), войнах, рыночной кон-
куренции. Математическая модель любой конфликтной ситуации
называется игрой, а теория, описывающая правила поведения в
конфликтных ситуациях, — теорией игр (game theory). Краткое
введение в теорию игр содержится в гл. 19.

По числу субъектов, образующих обобщенное понятие
«ЛПР», различают индивидуальные (individual decisions) и кол-
лективные (group decisions, collaborative decisions) решения. Ти-
пичный пример коллективного решения — принятие одного из
вариантов закона путем голосования в парламенте. Теория кол-
лективного выбора очень интересна в теоретическом и важна в
практическом отношениях, однако в нашем курсе мы не сможем
уделить ей должного внимания, интересующихся адресуем к спе-
циальной литературе [17], [23, ч. IV].



Глава 15

Субъективные измерения

Проблема субъективных измерений возникает в тех случаях,
когда результат операции не может быть оценен объективными
количественными характеристиками, такими, как стоимость или
время. В подобных ситуациях единственно возможным способом
оценивания является организация экспертизы. Эксперт рассмат-
ривает предъявляемые ему объекты (альтернативы) и на основе
личных, субъективных ощущений выносит суждение о предпочте-
нии одной альтернативы над другой.

Предметом экспертизы могут быть самые разнообразные объ-
екты: как вещи с точки зрения предпочтения по какому-либо кри-
терию, так и сами критерии с точки зрения их относительной важ-
ности. Например, дегустатору чая — титестеру, оценивающему
напитки по критериям цвета, вкуса и запаха, — может быть по-
ставлена задача количественно оценить сравнительную важность
трех упомянутых свойств в общей оценке продукта. Понятно, что
никакими приборами это сделать невозможно.

Экспертиза может быть индивидуальной или коллективной,
при которой экспертом выступает группа лиц. Древнейшим при-
мером индивидуальной экспертизы является мифологический
«Суд Париса», приведший в конце концов к Троянской войне1.

1Богиня раздора Эрида, обиженная тем, что ее не пригласили на пир, подбро-
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Теория субъективных измерений и связанные с ней вопросы
стали развиваться с середины XIX века, к настоящему времени
они превратилась в изобилующий абстрактными моделями раздел
математической психологии (см. исторические замечания в кон-
це главы). Достигнутые результаты широко используются в эко-
номике, социологии, они создали научную базу для формирова-
ния новой синтетической научной дисциплины квалиме́трии [6],
изучающей проблемы оценки качества любых объектов. Мы рас-
смотрим здесь простейшие понятия теории измерений, необходи-
мые для понимания современных методов принятия решений.

15.1. Методологические проблемы
теории измерений

Эмпирическая
система

Моделью эксперта в математической психологии
является эмпирическая система, которая пред-
ставляет собой множество альтернатив (эмпи-

рических объектов) с заданными на нем отношениями предпо-
чтения (preference relations), одним или несколькими. Предпо-
чтения описывают субъективное отношение эксперта к оценивае-
мым альтернативам, они бывают качественными — ординальными
(ordinal) и количественными — кардинальными (cardinal).

Ординальные предпочтения описывают только факт пре-
восходства (возможно, нестрогого) одной альтернативы над дру-
гой без указания силы этого превосходства: ai � aj . Это — обыч-
ные бинарные отношения (отношения сравнения) на множестве
альтернатив, которые можно задать ориентированным графом

сила гостям яблоко (отсюда «яблоко раздора») с надписью «Прекраснейшей».
Между тремя богинями: женой Зевса Герой, богиней войны Афиной и боги-
ней любви Афродитой — возник спор: кто из них красивее? Приглашенный в
качестве эксперта пастух Парис отдал предпочтение Афродите. Этот сюжет
вдохновил многих художников (Лукаса Кранаха, Рубенса, Ренуара, Врубеля
и др.) на создание шедевров живописи.
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или его матрицей смежности. В идеальном случае ординальное
предпочтение должно быть транзитивным и линейным, то есть
иметь место для любых двух объектов, но эксперты часто проти-
воречат сами себе.

Кардинальные предпочтения выражают не только факт
предпочтения, но и его силу. Они могут быть заданы различными
способами:

— метризованным отношением сравнения, в котором явно

указывается сила предпочтения. Обозначение ai
k� aj показывает,

что с точки зрения эксперта альтернатива ai в k раз предпочти-
тельнее альтернативы aj ;

— отношением множественного сравнения. При этом долж-
на выполняться гипотеза аддитивности, т. е. допускается одно-
временная реализация нескольких альтернатив, что обозначается
символом логического объединения. При множественном сравне-
нии одна альтернатива сравнивается с объединением нескольких
других:

ai �
⋃
k

ak;

— нечетким отношением предпочтения. Использование от-
ношений типа «намного лучше», «несколько лучше» и т. д. поз-
воляет построить модель принятия решений, использующую ори-
гинальный математический аппарат теории нечетких множеств
(fuzzy sets). Его подробное рассмотрение (см. [10], [23, гл. 12]) вы-
ходит за пределы нашего курса.

Измерение
эмпирической
системы

Измерение эмпирической системы означает ее
отображение ui = f(ai) на математическую си-
стему (обычно числовую ось), сохранящее отно-
шения предпочтения (рис. 15.1):

— для ординального сравнения: ai � aj ⇔ ui � uj ;

— для метризованного сравнения: ai
k� aj⇔ ui = kuj ;
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— для множественного сравнения:

ai �
⋃
k

ak ⇔ ui �
∑

k

uk.

Рис. 15.1. Измерение эмпирической системы

В теории измерений существуют три фундаментальные мето-
дологические проблемы: 1) проблема существования (измеримо-
сти), 2) проблема единственности, 3) проблема адекватности.

Проблема
существования

Состоит в получении ответа на принципиаль-
ный вопрос: возможно ли вообще непротиво-
речивое отображение данной эмпирической си-

стемы на числовую ось? Если, например, некоторое ординальное
отношение не является транзитивным, то измерить его невозмож-
но. В математической теории измерений [24] на эту тему сформу-
лирован ряд теорем, подробное рассмотрение которых не входит
в нашу задачу. Мы будем предполагать, что интересующие нас
эмпирические системы являются измеримыми.

Проблема
единственности.
Классификация
шкал

Даже если эмпирическая система измерима, то
единственно ли ее отображение на числовую
ось? Как правило, оно неоднозначно, и эта не-
определенность дает возможность построить
чрезвычайно важную для практики классифи-

кацию шкал измерений.
Пусть измеряющее отображение задается функцией ui = f(ai).

Неоднозначность отображения означает, что имеется некоторое
множество функций преобразования измерений G = {g}, таких,
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что для любой g ∈ G преобразованные измерения u′i = g(f(ai))
также непротиворечиво отображают эмпирическую систему. Дру-
гими словами, измерение производится с т о ч н о с т ь ю д о
множества преобразований G. Основываясь на допустимых функ-
циональных преобразованиях, американский психолог С. Стивенс
в 1946 г. предложил ставшую классической классификацию шкал
измерений. Хотя она ориентирована прежде всего на психологиче-
ские измерения, принципы организации шкал остаются справед-
ливыми и для объективных (инструментальных) измерений фи-
зических (температура, длина, масса, время) или экономических
(стоимость) величин.

В табл. 15.1 перечислены наиболее употребительные шкалы
по Стивенсу, они упорядочены по возрастанию «степени органи-
зации» или «силы».

Таблица 15.1. Классификация шкал измерений

Шкала Класс функций G = {g(u)}
Номинальная g(u) – любая однозначная функция
Порядковая g(u) – любая монотонно возрастающая функция
Интервалов g(u) = αu+ β, α > 0, β — любое
Отношений g(u) = αu, α > 0
Абсолютная g(u) = u

Рассмотрим приведенные в табл. 15.1 шкалы подробнее. Пер-
вые две относятся к категории качественных.

Номинальная (назывная) шкала является самой слабой.
Строго говоря, она не является полноценной шкалой, так как
предназначена не для упорядочения объектов, а только для их
различения, группировки в классы эквивалентности. Объектам
могут быть сопоставлены любые числа, их величина не имеет зна-
чения, лишь бы равноценным объектам соответствовали одинако-
вые числа.
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Порядковая (ранговая) шкала служит для измерения ор-
динальных (качественных) отношений. Поскольку величина пред-
почтения не учитывается, любое монотонное преобразование из-
мерений не нарушит их порядка на числовой оси. Простейшим
примером порядковой шкалы служит шкала оценки успеваемо-
сти. Оценка «4» лучше, чем «2», но не в два раза, а просто лучше.
С таким же успехом вместо «4» можно использовать число «18»,
а вместо «2», скажем, «0.5».

Следующие шкалы являются количественными, они приме-
няются для измерения кардинальных отношений. Их можно при-
думать много, однако на практике используются шкалы, осно-
ванные на л и н е й н ы х преобразованиях g(u) = αu + β.
То есть множество G является параметрическим семейством ли-
нейных функций, в котором α определяет масштаб шкалы, а β —
начало отсчета.

Шкала интервалов допускает общее линейное преобразова-
ние измерений, причем начало отсчета и масштаб в данной шка-
ле выбираются произвольно. Примерами служат разнообразные
температурные шкалы (Цельсия, Фаренгейта, Реомюра, Делиля,
Гука, Ньютона и др.2) . В шкале интервалов отношение двух из-
мерений при преобразовании не сохраняется: если температура
одного тела по Цельсию в 3 раза больше другого, то это не так в
шкале Фаренгейта.

Другой пример — шкалы летоисчисления. В то время как в
христианской традиции нуль временной оси приурочен к Рожде-
ству Христову, в мусульманской — к моменту переезда пророка
Мухаммеда из Мекки в Медину (622 г. н. э.), а в буддистской —
к дню смерти Будды (545 г. до н. э.). Кроме того, год в мусуль-
манском календаре короче христианского, так как все месяцы в

2В настоящее время в быту во всем мире используется стоградусная шкала
Цельсия (centigrade), кроме США, где в ходу остается шкала Фаренгейта
(Fahrenheit). За 0 oF принимается температура замерзания ртути (−32 oC), а
за 100 oF — температура, близкая к температуре человеческого тела (42.5 oC).
Перевод температур производится по формулам tC = 5

9
(tF − 32).
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нем лунные (28 дней). Однако в разных летоисчислениях неиз-
менно отношение интервалов дат: если один человек жил дольше
другого в 3 раза, то это справедливо во всех летоисчислениях.

Шкала отношений. В шкале отношений нуль является абсо-
лютным, меняется только масштаб, поэтому отношение двух из-
мерений при преобразованиях всегда сохраняется. В такой шкале
измеряются деньги, массы, длины и т. п., всюду, где имеется не-
который эталон, с которым можно сравнить измеряемый объект.
Если один бизнесмен богаче другого в 3 раза, то это соотношение
сохраняется независимо от того, в каких единицах измеряется ка-
питал: рублях, долларах или евро.

Абсолютная шкала не допускает никаких преобразований.
Если в аудитории сидит 25 человек, то это число изменить невоз-
можно.

Проблема
адекватности

Выполнив измерения эмпирической системы и
получив выборку значений ui = f(ai), . . . , un =
= f(an), эксперт обычно производит над ними
математические операции с целью получения ре-

зультатов, ради которых организовывалась экспертиза. В связи
с этим возникает вопрос: какие операции разрешается проводить
над измерениями, чтобы результаты были разумными (адекват-
ными)?

Пусть математическая обработка состоит в вычислении
некоторой функции от выборки, называемой статистикой
T (u1, . . . , un). Если измерение произведено в шкале, характеризу-
ющейся множеством допустимых преобразований G, то требова-
ние адекватности сводится к тому, что результат обработки оста-
ется неизменным при л ю б о м допустимом преобразовании,
т. е. ∀g ∈ G T (g(u1), . . . , g(un)) = T (u1, . . . , un). Это свойство на-
зывается инвариантностью статистики T относительно преобра-
зований g(u). Таким образом, адекватная обработка результатов
должна основываться на инвариантных функциях измерений —
адекватных статистиках. Приведем примеры адекватных ста-
тистик для различных шкал, имея при этом в виду, что функция,
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инвариантная для некоторой шкалы, является адекватной и для
всех более слабых шкал.

В номинальной шкале при любых однозначных преобразо-
ваниях неизменным остается ч и с л о о б ъ е к т о в в каждом
классе эквивалентности. Например, пять объектов имеют значе-
ние «3», два объекта относятся к классу со значением «15» и т. п.

В порядковой шкале инвариантными являются ранги изме-
рений (порядковые места в упорядоченной по возрастанию выбор-
ке). Поэтому для адекватной обработки измерений, сделанных в
порядковой шкале, их следует преобразовать, заменив сами зна-
чения на ранги:

u′i = rank (ui).

П р и м е р. Пусть исходная выборка равна (17, 5, 43, 21, 4, 9).
Упорядочив ее по возрастанию, получаем (4, 5, 9, 17, 21, 43). От-
сюда u′1 = rank (17) = 4, u′2 = rank (5) = 2, . . . , u′6 = rank (9) = 3.
Ранги измерений не изменятся при любом монотонном преобразо-
вании исходной выборки, они являются устойчивыми к возмож-
ным ошибкам. �

В шкале интервалов любая инвариантная функция должна
быть независимой от параметров α, β линейного преобразования
g(u) = αu + β. Стандартным способом перехода от первичных
измерений к инвариантным в шкале интервалов является нор-
мализация по размаху выборки, при которой каждое измерение
преобразуется по формуле

u′i = Ti(u1, . . . , un) =
ui − minui

maxui − minui
, i = 1, . . . , n. (15.1)

Легко видеть, что при любых линейных преобразованияx исход-
ных измерений нормализованные значения остаются неизменны-
ми:

Ti(g(u1, . . . , g(un)) =
(αui + β) − min(αui + β)

max(αui + β) − min(αui + β)
=
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=
ui − minui

maxui − minui
= Ti(u1, . . . , un).

При нормализации по размаху наибольшее нормализованное зна-
чение всегда становится равным единице, а наименьшее — нулю.

П р и м е р. Нормализуем выборку (17, 5, 43, 21, 4, 9) из
предыдущего примера. Для нее minui = 4, maxui = 43, норма-
лизованные значения: (0.333, 0.025, 1, 0.435, 0, 0.128). �

Замечание. При оценке эффективности операции часто приходит-
ся одновременно иметь дело как с субъективными измерениями, так
и с объективными, осуществляемыми с помощью некоторых измери-
тельных устройств. Объективные измерения всегда имеют некоторую
размерность, обусловленную наличием содержательного (физического,
экономического) эталона, с которым сравнивается измеряемая величи-
на. Смена эталона приводит к линейному преобразованию результатов
измерений. Таким образом, избавляясь от параметров (α, β) преобразо-
вания, мы тем самым фактически избавляемся от размерности, прису-
щей первичным измерениям. Значения инвариантных функций всегда
являются величинами безразмерными.

В шкале отношений для перехода от первичных измерений
к инвариантным можно воспользоваться описанной выше норма-
лизацией по размаху выборки, так как шкала интервалов более
слабая. Однако, поскольку здесь предстоит избавиться только от
одного параметра α, возможны простые масштабные преобразо-
вания, называемые нормированием:

— нормирование по наибольшему значению: u′i =
ui

maxui
. Наи-

большее нормализованное значение становится равным единице,
наименьшее значение не определено;

— нормирование по сумме: u′i =
ui∑
ui
. Наибольшее и наимень-

шие значения не определены, но сумма элементов выборки всегда
равна единице.
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15.2. Метод парных сравнений

Среди множества способов организации экспертизы видное ме-
сто занимают методы, основанные на парных сравнениях (pairwise
comparison) альтернатив. При парном сравнении индивидуаль-
ному или коллективному эксперту предъявляются n объектов
a1, . . . , an. Эксперт должен попарно сравнить все объекты и за-
полнить числовую матрицу Z = (zij)n×n, где элемент zij отра-
жает факт или количественную степень предпочтения объекта ai

над объектом aj . В результате обработки матрицы Z должен по-
лучиться вектор −→u = (u1, . . . , un)T оценок альтернатив.

Качественные
сравнения.
Турниры

Самый простой вариант — качественные (орди-
нальные) предпочтения. В этом случае для про-
цедуры парных сравнений вполне уместна спор-
тивная аналогия. Оцениваемые объекты интер-
претируются как игроки, попарно участвующие

в турнире (tournament) по круговой системе, в каждой игре вы-
игрывает лучший. Задача состоит в том, чтобы по результатам
турнира не просто расставить игроков по местам, но измерить
«силу» каждого игрока в количественной шкале.

П р и м е р. На рис. 15.2 приведен возможный резуль-
тат турнира между пятью участниками, он представлен полным
антисимметрическим графом, в котором вершины соответствуют
альтернативам, а дуги направлены от выигравших к проиграв-
шим. Видно, что предпочтение, описываемое этим турниром, не
является транзитивным (например, a2 � a1, a1 � a5, но a5 � a2).
Итоговая турнирная таблица Z, в которой выигрыш оценивает-
ся одним очком3, представляет собой матрицу смежности графа
турнира. �

В первом приближении (верхний индекс) можно считать, что

3В дальнейшем мы покажем, что это правило турнира не принципиально.
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Рис. 15.2. Граф турнира, турнирная таблица
и вектор набранных очков

сила i-го игрока определяется числом с в о и х очков s(1)
i =

n∑
j=1

zij .

Собирая из них вектор −→s (1) = (s(1)
1 , . . . , s

(1)
n )T и нормируя на об-

щее число очков S(1) =
n∑

i=1

s
(1)
i , получаем нормированный вектор

силы в первом приближении −→u (1) = −→s (1)/S(1). В нашем примере
S(1) = 10, −→u (1) = (0.3, 0.2, 0.1, 0.2, 0.2)T . Получилось, что силы
2-го, 4-го и 5-го игроков равны, но это не совсем справедливо, ведь
2-й игрок выиграл у самого сильного 1-го!

Для исправления этого недочета предлагается во втором при-
ближении не просто считать свои очки, а просуммировать оч-
ки всех побежденных игроков, что можно сделать по форму-

ле s(2)
i =

n∑
j=1

zijs
(1)
j . В векторном виде это равенство запишет-

ся как −→s (2) = Z−→s (1) или S(2)−→u (2) = ZS(1)−→u (1). Если обозначить
λ(2) = S(2)/S(1), получим λ(2)−→u (2) = Z−→u (1).

Продолжая приближения, получим рекуррентно

λ(k+1)−→u (k+1) = Z−→u (k), где λ(k+1) = S(k+1)/S(k).

При k → ∞ λ(k) → λ,−→u (k) → −→u , и для нахождения вектора силы
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игроков в турнире имеем уравнение

Z−→u = λ−→u .
Это — не что иное, как система линейных алгебраических уравне-
ний для нахождения собственных векторов (eigenvectors) матри-
цы Z. Она имеет тривиальное решение−→u = 0 и нетривиальные ре-
шения при определенных значениях λi, (i = 1, . . . , n), называемых
собственными числами (eigenvalues). Следовательно, вектор си-
лы игроков является собственным вектором турнирной матрицы,
соответствующим некоторому собственному числу λ. Поскольку
собственный вектор определяется с точностью до масштабного
преобразования, оценка силы игроков производится в ш к а л е
о т н о ш е н и й.

Свойства положи-
тельных матриц

Для практического применения полученно-
го результата нужно иметь уверенность в
том, что процесс нахождения собственного
вектора турнирной матрицы даст однознач-

ное и разумное решение, ведь компоненты собственных векторов
произвольных матриц могут иметь отрицательные значения, бо-
лее того, собственные числа и векторы могут быть комплексными.

К счастью, матрицы, с которыми мы имеем дело, обладают
полезными свойствами, облегчающими работу с ними.

Теорема (Перрона — Фробениуса)4. Если матрица Z по-
ложительна (zij > 0), то она всегда будет иметь единственное
наибольшее действительное положительное собственное число
λmax (число Перрона, главное собственное число), которому со-
ответствует главный собственный вектор с действительными
положительными компонентами. Не существует других соб-
ственных векторов с неотрицательными компонентами.

4См. Гантмахер Ф. Р. Теория матриц. М.: Наука, 1966. С. 352. Оскар Перрон
(Perron, Oscar; 1880–1975) и Георг Фробениус (Frobenius, Georg; 1849–1917) —
немецкие математики. Для положительных матриц теорема была доказана
Перроном в 1907 г. и обобщена Фробениусом на неотрицательные матрицы
в 1912 г.
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Указанное свойство справедливо и для неотрицательных
матриц (zij � 0) при условии их неразложимости.

Упомянутое в условии теоремы свойство разложимости мат-
рицы Z означает, что путем одновременной перестановки строк и
столбцов она может быть приведена к виду

Z =

(
A B

0 C

)
,

где A и C — квадратные матрицы. В спортивной интерпретации
разложимость турнирной матрицы свидетельствует о том, что
участвующие в турнире команды естественным образом раздели-
лись на две лиги — высшую (первая группа строк и столбцов) и
низшую (вторая группа), причем команды низшей лиги проигра-
ли все матчи командам высшей лиги.

Теорема Перрона — Фробениуса гарантирует существование
нужного нам по смыслу задачи собственного вектора. Практи-
чески его можно найти любым подходящим численным методом
(соответствующие алгоритмы реализованы во всех пакетах про-
грамм линейной алгебры), однако подойдет и приведенная выше
итеративная процедура, которая, как показано в [17], сходится
именно к главному собственному вектору.

Замечание. Известно, что собственные векторы матрицы не из-
меняются при умножении ее на любую положительную константу:
Z ′ = αZ, а также при добавлении константы к диагональным элемен-
там: Z ′ = Z + αI. Таким образом, число очков при выигрыше может
быть 1, 2, 3 или любым другим.

П р и м е р. Применив процедуру eig(Z) из пакета MATLAB
для турнирной матрицы из примера на с. 18, получаем нормиро-
ванный главный собственный вектор, отражающий силу игроков
в данном турнире:

−→u = (0.2668, 0.2367, 0.1272, 0.1736, 0.1956)T .
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Видим, что по сравнению с первым приближением положение вто-
рого игрока улучшилось, он занял второе место. �

Количественные
сравнения

Приведенные выше рассуждения легко обоб-
щаются на случай, когда эксперт может опре-
делить не только факт предпочтения одной

альтернативы другой, но и указать его силу.
Результат количественных парных сравнений можно отобра-

зить взвешенным турнирным графом, которому соответствует
матрица Z = (zij), где zij показывает степень предпочтения ai

над aj . В этом случае логично положить zii = 1, zji = 1/zij .
Матрица такого устройства называется обратносимметричной
(reciprocal).

В идеальном случае, когда эксперт не противоречит сам се-
бе, кардинальное отношение предпочтения должно быть не про-
сто транзитивным, но удовлетворять определенным количествен-
ным соотношениям. Если, например, первая альтернатива лучше
второй в 2 раза, а вторая третьей — в 3 раза, то первая долж-
на быть лучше третьей в 6 раз, т. е. ∀i, j, k zik = zij · zjk. Такое
свойство метризованного отношения называют сверхтранзитив-
ностью (supertransitivity), а отображающей его матрицы — согла-
сованностью (consistency).

На рис. 15.3 показан простейший пример сверхтранзитивного
графа парных сравнений и соответствующая ему обратносиммет-
ричная согласованная турнирная матрица.

Можно показать [17, с. 183], что матрица Z является согла-
сованной тогда и только тогда, когда существует положительный
вектор −→u = (u1, . . . , um)T , такой, что zij =

ui

uj
. При этом −→u явля-

ется главным собственным вектором матрицы Z.
Согласованная матрица парных сравнений устроена очень

просто: все ее строки (и столбцы) пропорциональны друг дру-
гу. Ранг такой матрицы равен единице, следовательно, она имеет
единственное ненулевое (оно же максимальное) собственное чис-
ло. Так как сумма собственных чисел всегда равна сумме диа-
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Рис. 15.3. Граф сверхтранзитивного метризованного отношения, со-
ответствующая ему обратносимметричная согласованная матрица и

ее главный собственный вектор

гональных элементов (следу) матрицы, и все они единичные, то
λmax = n. Главный собственный вектор идеальной матрицы также
определяется простейшим образом: с точностью до произвольного
множителя он совпадает с любым из столбцов.

Реальные матрицы, получающиеся в результате экспертизы,
не идеальны, за счет неточности суждений они не являются согла-
сованными. Однако и в этом случае главный собственный вектор
может служить оценкой силы (веса, важности, приоритета и др. —
название выбирается по вкусу) сравниваемых альтернатив, изме-
ренной в шкале отношений.

П р и м е р. В следующей главе (см. с. 60) в качестве приме-
ра многокритериального решения будет рассматриваться задача
о выборе отеля для отдыха на море. В связи с этим на одной из
лекций я попросил присутствующих студентов (40 человек) вы-
ступить коллективным экспертом на тему сравнительной важно-
сти критериев, по которым оценивается отель. Рассматривались
четыре показателя: a1 — комфорт, a2 — питание, a3 — расположе-
ние (удаленность от пляжа) и a3 — наличие бесплатного WiFi.

Сравнение проводилось путем голосования по вопросам «Кто
считает, что альтернатива ai предпочтительнее aj?» Числа полу-
ченных голосов за и против заносились в матрицу V = (vij), после
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чего была составлена обратносимметричная матрица Z с элемен-
тами zij =

vij

vji
, zii = 1:

V =

⎛
⎜⎜⎜⎝
− 14 16 26
26 − 15 26
24 25 − 36
14 14 4 −

⎞
⎟⎟⎟⎠ , Z =

⎛
⎜⎜⎜⎝

1 0.54 0.67 1.86
1.86 1 0.60 1.86
1.50 1.67 1 9
0.54 0.54 0.11 1

⎞
⎟⎟⎟⎠ .

Главное собственное число матрицы Z равно λmax = 4.21, ему
соответствует собственный вектор −→u = (0.19, 0.25, 0.47, 0.09)T .
Таким образом, самым важным критерием при выборе отеля ока-
залось расположение, менее значимыми являются качество пита-
ния и комфорт. Наличие бесплатного интернета опрошенные экс-
перты посчитали не очень существенным. �

Замечание. Стандартная процедура предполагает предъявление

эксперту всех
n(n− 1)

2
пар альтернатив, но она остается работоспособ-

ной и при неполном числе сравнений. При этом элементы матрицы Z,
соответствующие пропущенным сравнениям, следует положить нулевы-
ми: zij = zji = 0.

Оценка
согласованности
суждений

При обработке результатов реальной экспер-
тизы встает закономерный вопрос: насколько
можно доверять полученным данным, не яв-
ляются ли они внутренне противоречивыми?

Применительно к нашей задаче непротиворечивость означает со-
гласованность матрицы парных сравнений, поэтому необходимо
найти способ численного измерения степени согласованности кон-
кретной обратносимметричной матрицы.

Вернемся к только что рассмотренному примеру с оценкой
сравнительной важности критериев выбора отеля. Если бы экс-
перты рассуждали непротиворечиво, то при вычисленном векторе
важности −→u = (0.19, 0.25, 0.47, 0.09)T идеализированная матри-
ца парных сравнений Z̃ имела бы структуру z̃ij =

ui

uj
и была бы

равна
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Z̃ =

⎛
⎜⎜⎜⎝

1 0.76 0.40 2.11
1.32 1 0.53 2.78
2.47 1.88 1 5.22
0.47 0.36 0.19 1

⎞
⎟⎟⎟⎠ .

Матрицу Z̃ можно понимать как идеализированную согласован-
ную оценку (consistent estimate) или сверхтранзитивное прибли-
жение реальной матрицы Z, а степень согласованности Z можно
определить через ее «похожесть» на Z̃.

Один из возможных подходов к решению данной задачи пред-
ложен известным американским специалистом по исследованию
операций Томасом Саати (см. исторические замечания в конце
главы). Он предлагает [25, с. 165] использовать статистический
подход и рассматривать элементы реальной матрицы как случай-
ные возмущения (perturbations) идеализированной согласованной
матрицы:

zij = z̃ijεij =
ui

uj
εij ,

где εij — случайные возмущающие множители. Если все εij = 1,
то матрица Z является согласованной.

Главное собственное число согласованной матрицы, как мы
знаем, равно ее порядку: λ̃max = n, при наличии возмуще-
ний λmax > n. В качестве индекса согласованности (Consistency
Index — CI) предлагается использовать отношение

CI =
λmax − n

n− 1
,

чем индекс меньше, тем ближе реальная матрица к идеальной.
Для того чтобы установить пороговое значение, превышение

которого свидетельствует о несогласованности суждений, нужно
знать вероятностное распределение CI в предположении, что име-
ются возмущения. Корректно решить эту задачу непросто, так
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как необходимо располагать статистикой возмущений. Томас Са-
ати рекомендует следующее эмпирическое правило. На основа-
нии моделирования большого числа случайных обратносиммет-
ричных матриц порядка n следует рассчитать средние значения
случайного индекса согласованности (Random Index — RI) и срав-
нить его с CI. Проведенные Саати эксперименты дали следующие
усредненные значения RI:

n 2 3 4 5 6 7 8 9 10
RI 0 0.58 0.90 1.12 1.24 1.92 1.41 1.45 1.49

Предлагается составить отношение согласованности (Consistency

Ratio) CR =
CI
RI

, и если оно более 0.1 (в крайнем случае, 0.2),
то матрицу парных сравнений считать несогласованной. В этом
случае эксперту следует скорректировать свои оценки.

П р и м е р. Для нашего примера о сравнении критери-

ев оценки отелей CI =
λmax − n

n− 1
=

4.21 − 4
3

= 0.07, откуда

CR =
0.07
0.9

= 0.08. Порог не превышен, суждения коллективного
эксперта могут считаться непротиворечивыми. �

Шкалы
субъективных
суждений

Заполняя таблицу парных сравнений в нашем
примере групповой экспертизы, мы не испыты-
вали трудностей с указанием предпочтения од-
ного свойства отеля над другим, так как пред-

положили, что отношение голосов «за» и «против» соответствует
силе предпочтения.

Совсем другая ситуация сложилась бы, если бы эту табли-
цу заполнял один эксперт на основе своих субъективных сужде-
ний. Для объективно неизмеримых свойств типа «комфорт» или
«качество питания» суждение о силе предпочтения очень трудно
выразить конкретным числом, человеку свойственно манипули-
ровать качественными понятиями «лучше», «намного лучше» и
т. п. В связи с этим психологами предлагаются шкалы, которые
переводят качественные суждения в количественные.
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В качестве примера можно указать предложенную тем же Са-
ати [26, c. 313] фундаментальную шкалу (табл. 15.2). В качестве
ее обоснования автор ссылается на известный в психофизиологии
закон Вебера — Фехнера, по которому зависимость реакции от ве-
личины стимула определяется логарифмической функцией. Саа-
ти и его последователи широко использовали фундаментальную
шкалу в практических задачах, числами из этой шкалы заполня-
лись случайные таблицы парных сравнений при расчете случай-
ного индекса согласованности.

Таблица 15.2. Фундаментальная шкала оценки суждений

Описание Оценка

Равенство 1
Слабое превосходство 3
Сильное превосходство 5
Очень сильное превосходство 7
Абсолютное превосходство 9

Промежуточные суждения 2,4,6,8

К сожалению, эта шкала провоцирует эксперта на несогласо-
ванные суждения. Действительно, если ai сильно превосходит aj ,
aj сильно превосходит ak, т. е. zij = 5, zjk = 5, то при согласо-
ванном суждении aik = 25, но такой ступени в шкале нет. Другой
парадокс: если ai слабо превосходит aj (zij = 3) и ai слабо пре-
восходит aj (zjk = 3), то согласованность будет означать zjk = 9,
т. е. абсолютное превосходство, что нелогично.

От указанных парадоксов избавлены транзитивные шкалы
оценки суждений [27, с. 130], в которых следующая качествен-
ная степень увеличивает оценку силы предпочтения в d раз, где
d — параметр шкалы. Примеры см. в табл. 15.3.

Замечание 1. Парное сравнение альтернатив с последующим вы-
числением собственного вектора может использоваться само по себе для
любых подходящих задач, однако его истинная мощь проявляется в
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разработанном Т. Саати методе анализа иерархий — МАИ (Analytic
Hierarchy Process — AHP) для многокритериального оценивания, с ко-
торым мы познакомимся в следующей главе (см. с. 73).

Таблица 15.3. Транзитивные шкалы оценки суждений

Описание d = 1.5 d = 2

Равенство 1 1
Слабое превосходство 1.5 2
Сильное превосходство 2.25 4
Очень сильное превосходство 3.38 8
Абсолютное превосходство � 5.06 � 16

Замечание 2. Ради объективности скажем, что получение оце-
нок альтернатив путем вычисления собственного вектора хоть и явля-
ется самым распространенным, но не единственным способом обработки
матрицы парных сравнений. В частности, известна вероятностная мо-
дель [17, с. 190], основанная на законе сравнительных суждений, сфор-
мулированном знаменитым американским психологом шведского про-
исхождения Луисом Терстоуном (см. исторические замечания в конце
главы).

15.3. Метод множественных сравнений

В данном параграфе мы рассмотрим остроумный метод ин-
дивидуальной экспертизы, предложенный американскими патри-
архами исследования операций Черчменом и Акофом [28, с. 117]
(см. исторические замечания в конце главы).

Существо метода проще уяснить, если воспользоваться такой
физической аналогией. Представим себе, что имеются несколько
предметов и рычажные весы б е з г и р ь, позволяющие узнать,
содержимое какой из чашек весов тяжелее. Гипотеза об аддитив-
ности альтернатив в такой интерпретации сводится к разрешению
укладывать на одну чашку несколько объектов.
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Разумеется, не имея эталона, точно взвесить предметы не-
возможно, однако, сравнивая по весу их различные комбинации,
можно приближенно оценить веса в количественной шкале.

Метод Черчмена — Акофа описывается следующим алгорит-
мом (для упрощения обозначений одновременная реализация аль-
тернатив обозначается знаком «+»).

Шаг 1. Альтернативы упорядочиваются по убыванию пред-
почтения:

a1 � a2 � · · · � an.

Шаг 2. Альтернативам приписываются убывающие произ-
вольные оценки:

u1 � u2 � · · · � un.

Шаг 3. Эксперту задается ряд вопросов типа «что предпо-
чтительнее: a1 или a2 + a3?» Вопросы и соответствующие им от-
веты упорядочены в виде таблицы (см. рис. 15.4), они задаются
по колонкам: 1-я, 2-я и т. д. Если вместо «или» эксперт ставит ≺,
то задается следующий вопрос из этой же колонки, а если �, то
происходит переход к началу следующей колонки.

В физической интерпретации это означает, что на левой чаш-
ке весов всегда находится одна альтернатива, а на правой — ряд
меньших по весу, причем переход к следующему взвешиванию в
той же колонке соответствует удалению из правой чашки самой
легкой альтернативы.

Шаг 4. Ответы на вопросы просматриваются в о б р а т -
н о м порядке. Одновременно корректируются оценки ui для то-
го, чтобы обеспечить сохранение выявленного в ответах отноше-
ния множественного предпочтения.

Шаг 5. С помощью масштабного преобразования приводят
оценки к желаемому интервалу. Обычно полагают

u′i =
ui∑
ui
.
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Замечание. Легко видеть, что результат оценивания получается
в шкале отношений, а не в шкале интервалов. Действительно, пропор-
циональное изменение веса предметов (эквивалентное изменению силы
тяжести) не влияет на показания весов. Однако добавление константы
к каждому объекту п р и р а з л и ч н о м их числе на чашках весов
может нарушить равновесие.

П р и м е р (оценивание женских добродетелей). В свя-
зи с проблемой поиска спутника жизни рассматриваются пять
важных качеств потенциальных невест: К(расота), В(ерность),
Х(озяйственность), У(м), Д(оброта). В принципе, они непротиво-
речивы и могут счастливо сочетаться в одном человеке, поэтому
гипотеза об аддитивности альтернатив выполняется.

Этот пример обычно вызывает оживленную дискуссию в ауди-
тории, что неудивительно, так как индивидуальные предпочтения
резко различаются. Со словами из популярной песни «...предан-
ность и верность не заменят внешность...» можно соглашаться
или не соглашаться, о вкусах не спорят. Поэтому примем без воз-
ражения точку зрения одного из опрошенных экспертов.

Ш а г 1. Пусть эксперт упорядочил альтернативы следую-
щим образом:

К � B � X � У � Д.

Ш а г 2. Припишем альтернативам не противоречащие их по-
рядку начальные значения полезностей:

u(К) = 5, u(B) = 4, u(X) = 3, u(У) = 2, u(Д) = 1.

Ш а г 3. Задавая эксперту вопросы в соответствии с уста-
новленными правилами, получаем следующую таблицу ответов.
Цифры в скобках обозначают порядковый номер ответа.
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(1) К ≺ В + Х + У + Д (4) В ≺ Х + У + Д (6) Х � У + Д

(2) К ≺ В + Х + У (5) В � Х + У

(3) К � В + Х

Ш а г 4. Просматриваем ответы в обратном порядке и прове-
ряем выполнение неравенств относительно полезностей, отража-
ющих множественные сравнения. Если неравенство не выполня-
ется, корректируем его л е в у ю часть.

Номер Неравенство Выполняется? Коррек-
ответа для полезностей тировка

(6) 3 � 2 + 1 Да
(5) 4 � 3 + 2 + 1 Нет u(В) = 5
(4) 5 < 3 + 2 + 1 Да
(3) 5 � 5 + 3 Нет u(К) = 8
(2) 8 < 5 + 3 + 2 Да
(1) 8 < 5 + 3 + 2 + 1 Да

Ш а г 5. В результате двух корректировок имеем исправлен-
ные оценки альтернатив:

u(К) = 8, u(B) = 5, u(X) = 3, u(У) = 2, u(Д) = 1.

Разделив полученные числа на их сумму, получаем нормиро-
ванные оценки

u(К) = 0.42, u(B) = 0.26, u(X) = 0.16, u(У) = 0.11, u(Д) = 0.05,

измеряющие полезность женских добродетелей с точки зрения вы-
бранного эксперта, измеренные в шкале отношений. �

15.4. Исторические замечания

Проблема построения формальных моделей измерения пред-
почтений является пограничной между математической психоло-
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гией и математической экономикой. В психологии она рассматри-
вается с точки зрения ощущения предъявляемых объектов, а в
экономике — с точки зрения рационального поведения.

Первые попытки применить математические методы к ана-
лизу психических явлений относятся к XIX веку и связа-

Эрнст Вебер Густав Фехнер

ны с именами немецких психологов Эрнста Вебера (Weber,
Ernst Heinrich; 1795–1878) и Густава Фехнера (Fechner, Gustav
Theodor; 1801–1887). Они являются основоположниками пси-
хофизики — науки, изучающей взаимодействие между объек-
тивными физическими процессами и субъективными мыслен-
ными переживаниями. Предложенный ими эмпирический за-
кон утверждает, что интенсивность ощущения пропорциональна
л о г а р и ф м у интенсивности раздражителя.

В середине XX века закон Вебера — Фехнера был тщательно
исследован и уточнен американским психологом Стенли Сти-
венсом (Stevens, Stanley Smith; 1906–1973). Стивенс происходил
из семьи мормонов5, учился в Университете штата Юты, полу-

5Мормоны, или Церковь Иисуса Христа святых последних дней, — религи-
озная секта последователей американского проповедника Джозефа Смита,
опубликовавшего в 1830 г. в качестве Священного Писания Книгу Мормона,
которая используется верующими наряду с Библией. Численность мормонов
по всему миру более 2 млн чел., в основном с США в районе Большого со-
леного озера (штат Юта). До начала XX века мормоны практиковали много-
женство.
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чил степень бакалавра гуманитарных наук по психологии в Стен-
форде, организовал психоакустическую лаборатории в Гарвард-
ском университете. Один из основателей Psychonomic Society, объ-
единяющего американских экспериментальных психологов, автор
фундаментального «Справочника по экспериментальной психоло-

Стенли Стивенс Луис Терстоун

гии». На основании многочисленных экспериментальных данных
Стивенс вывел закон, по которому интенсивность ощущения ψ
связана с интенсивностью раздражителя I с т е п е н н о й
зависимостью ψ = Iα, в которой показатель α зависит от вида
воздействия (для ощущения яркости, например, α = 0.5). Кроме
того, в 1946 г. Стивенс предложил ставшую общеупотребительной
классификацию шкал измерений.

Другое направление экспериментальной психологии — психо-
метрия — изучает теорию и методику психологических измере-
ний на основетестирования. Одним из основателей этого направ-
ления является американский психолог шведского происхождения
Луис Терстоун (Thurstone, Louis Leon; 1887–1955), сформулиро-
вавший закон сравнительных суждений, применимый при обра-
ботке парных сравнений. Хотя прославился Терстоун как психо-
лог, в начале своей карьеры он был инженером, одно время рабо-
тал в лаборатории Томаса Эдисона. В 1914 г. начал изучать пси-
хологию в Технологическом институте Карнеги, работал в нем
в качестве ассистента, затем — профессора психологии и дека-
на. С 1924 г. профессор Чикагского университета, где он создал
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психометрическую лабораторию. Организатор Психометрическо-
го общества и журнала «Психометрика», избирался председате-
лем Американской психологической ассоциации.

∗ ∗ ∗
Во второй половине XX века к психологам-экспериментаторам

подключились высокопрофессиональные математики, имевшие
целью построить логически корректные, основанные на приня-
том в математике аксиоматическом подходе, модели восприятия,
мышления и поведения человека. Одним из пионеров и наибо-
лее авторитетных фигур современной математической психоло-
гии является Дункан Льюс (Luce, Robert Duncan; 1925–2012).

Дункан Льюс

Он учился в Массачусетсском техноло-
гическом институте, получив там сте-
пень бакалавра по самолетостроению
(1945 г.), затем доктора философии по
математике (1950 г.). Работал в Ко-
лумбийском, Гарвардском, Пенсильван-
ском университетах, в течение ряда
лет возглавлял Institute for Mathematical
Behavioral Sciences в Калифорнийском
университете (г. Ирвин). В 1972 г. был
избран в Национальную академию наук
за работы в области теории измерений, психофизики, математиче-
ской теории поведения. Имя Льюса встретится нам в следующей
главе в названии теоремы Льюса — Тьюки (см. с. 97), относящей-
ся к многомерной теории ценности. Кроме того, для российского
специалиста по исследованию операций оно неразрывно связано с
замечательной книгой «Игры и решения», написанной совместно
с Говардом Райфой (см. с. 275).

∗ ∗ ∗
Идея использования собственного вектора для решения зада-

чи о лидере в турнире была предложена в 1958 г. французским
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математиком Клодом Бержем (Berge; Claude; 1926–2002) в его
знаменитой книге «Теория графов». Переведенная на многие язы-
ки (русский перевод [3] вышел в 1962 г.), эта книга, написанная
с несомненным литературным талантом, вызвала взрыв интереса
к теории графов во всем мире, в том числе в Советском Союзе.
Писательский дар Бержа в дальнейшем получил развитие в не-

Клод Берж Томас Саати

обычном проекте: совместно с другими математиками он основал
новый литературный жанр, в котором раскрытие таинственного
убийства основывается на математической теореме.

Первоначальная идея Бержа привлекла внимание ряда уче-
ных6, однако наибольшее развитие она получила в трудах аме-
риканского ученого иракского происхождения Томаса Саати
(Saaty, Thomas; р. 1926). Саати родился в г. Мосуле в Ираке, учил-
ся в Католическом университете в Вашингтоне и престижнейшем
Йельском университете. До прихода в науку в течение 15 лет ра-
ботал на американские правительственные учреждения (Управ-
ление по контролю за вооружениями, Государственный департа-
мент, Министерство обороны и др.). В настоящее время (2012 г.)
является заслуженным профессором Университета Питтсбурга.

6Среди отечественных работ отметим статью Б. Н. Брука и В. Н. Буркова
«Методы экспертных оценок в задачах упорядочения объектов» (Изв. АН
СССР. Техн. кибернетика. 1972. № 3. С. 29—39) и прекрасную книгу [17], на-
писанную в 1974 г. молодым математиком, будущим почетным профессором
Лондонского университета Борисом Григорьевичем Миркиным.
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Саати внес существенный вклад во многие разделы исследова-
ния операций, написал более 35 книг и 350 статей по параметри-
ческому линейному программированию, теории графов, теории
массового обслуживания, теории игр и др., многие его книги пе-
реведены на русский язык.

Простая идея собственного вектора трудами Т. Саати и его
последователей выросла в мощную методологию системного ана-
лиза иерархических структур, на ее основе был создан чрезвы-
чайно популярный Метод анализа иерархий — Analytic Hierarchy
Process (AHP), с которым мы познакомимся в следующей главе
(см. с. 73).

∗ ∗ ∗
Имя Рассела Акофа (Ackoff, Russell Lincoln; 1919–2009), при-

сутствующее в названии одного из методов экспертного оцени-
вания, хорошо известно в мире науки, образования и бизнеса.

Расселл Акоф

Акоф принадлежал к поколению «отцов-
основателей» исследования операций, об-
ладавших чрезвычайно широким кругозо-
ром. Первую академическую степень бака-
лавра он получил в 1941 г. в Пенсильван-
ском университете по направлению «архи-
тектура», после службы в армии стал спе-
циализироваться в области философии нау-
ки у известного американского философа и
системного аналитика Чарльза Черчме-
на (Churchman, Charles West; 1913–2004).
Их книга «Введение в исследование операций» [28], написанная
совместно с Леонардом Арнофом, вышедшая в 1957 г., была од-
ной из первых публикаций в новом научном направлении, ее вклад
в становление исследования операций трудно переоценить. Впо-
следствии Р. Акоф занимал должности профессора философии,
системного анализа и исследования операций в различных аме-
риканских университетах, в 1956—1957 гг. избирался президентом
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Американского общества по исследованию операций — Operations
Research Society of America (ORSA), президентом Международ-
ного общества системных наук — International Society for the
Systems Sciences (ISSS).

В течение всей академической карьеры Акоф занимался
практическим консультированием многочисленных организаций
и компаний по вопросам системного анализа. Среди его клиен-
тов более 250 корпораций и 50 правительственных учреждений в
США и за их пределами, в том числе Белый дом при президентах
Клинтоне и Буше.



Глава 16

Принятие решений при многих
критериях

16.1. Постановка задачи и классификация
методов

Модель принятия решений, которую мы будем рассматривать
в данной главе, приведена на рис. 16.1. От общей модели опера-
ции, описанной во введении (см. рис. 1), ее отличает отсутствие не-
контролируемых факторов Y . Таким образом, мы будем изучать
проблему выбора решения п р и о п р е д е л е н н о с т и, когда ре-
зультат операции однозначно определяется решением: Z = f(X).

Оценка 
полезности

исходов

Модель 
системы

ЛПР

Рис. 16.1. Системная модель принятия решений
при многих критериях
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Облегчив таким образом задачу, мы тут же ее усложним: в
отличие от обычных задач оптимизации, которые мы рассмат-
ривали ранее, будем считать, что исход операции оценивается
н е с к о л ь к и м и частными (partial, marginal) критериями
u1, . . . , un, каждый из которых измеряет полезность Z со своей
точки зрения в соответствующей качественной или количествен-
ной шкале.

Поскольку неконтролируемые факторы отсутствуют, то поня-
тия «полезность исхода при решении X» и «полезность реше-
ния X» становятся эквивалентными, т. е. можно говорить о полез-
ности решения X по совокупности критериев u1(X), . . . , un(X).

Многокритериальные модели принятия решений значительно
ближе к реальности, чем однокритериальные. В обыденной жиз-
ни мы сталкиваемся с ними ежедневно, интуитивно выбирая по-
купки по соотношению цены и качества. Аналогичная ситуация
наблюдается и в профессиональной сфере: большинство управ-
ленческих решений представляет собой компромисс между про-
тиворечивыми целями. Когда решение ответственное и цена во-
проса велика, простой интуиции становится недостаточно, необ-
ходимы строгие методы обоснования сложных многокритериаль-
ных решений. По этой причине, начиная с 1960-х годов, про-
блема многокритериального анализа решений (Multiple Criteria
Decision Analysis — MCDA) выделилась в самостоятельную ветвь
исследования операций. Создана даже Международная ассоци-
ация по многокритериальным решениям (International Society
on Multiple Criteria Decision Making1), регулярно публикующая
библиографию по предмету и ссылки на программные реализа-
ции систем поддержки принятия многокритериальных решений
(multicriteria decision aiding).

Классификация
задач

Существует большое число разнообразных
постановок многокритериальных задач. Их
можно разбить на две большие группы в зави-

1Официальный сайт ассоциации см. по ссылке http://www.mcdmsociety.org.
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симости от того, как определено множество возможных решений.

1. Многокритериальное оценивание (multiple criteria evalua-
tion). В такой постановке множество возможных альтернатив ре-
шений предполагается конечным, известным до начала процесса
принятия решения: D = {a1, . . . , am}. Полезность каждой альтер-
нативы ai оценивается по n критериям u1, . . . , un, в результате
получается матрица полезностей U = (uij)m×n, строки которой
соответствуют решениям, а столбцы — критериям:

u1 u2 . . . un

a1 u11 u12 . . . u1n

a2 u21 u22 . . . u2n

. . . . . . . . . . . . . . .

am um1 um2 . . . umn

Редко бывает так, что некоторая альтернатива оказывается
лучшей сразу по всем критериям, чаще всего результат, пред-
почтительный по одному из критериев, проигрывает по другим,
поэтому приходится искать компромисс. Задача может быть по-
ставлена как нахождение одной «наилучшей» в некотором смысле
альтернативы ai∗ либо выбор подмножества «приемлемых» аль-
тернатив. Также может быть сформулирована задача упорядоче-
ния альтернатив по предпочтению.

2. Многоцелевая оптимизация (multiple objective optimization).
В подобных задачах множество допустимых решений D явно не
перечисляется, а определяется некоторой математической моде-
лью. Оно либо непрерывно, либо конечно, но содержит необозри-
мо большое число элементов (когда переменные дискретные).

Формально задача многоцелевой оптимизации ставится как
«оптимизация» вектора цели (это понятие должно быть уточнено
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при постановке задачи) при ограничениях:

(u1(X), . . . , un(X)) → max (min),
X ∈ D,

Если решение описывается n-мерным вектором парамет-
ров

−→
X , а ограничения задаются набором ограничений в виде

gi(
−→
X ) � 0, i = 1, . . . ,m, то имеется задача многоцелевого мате-

матического программирования (multiple objective mathematical
programming). Задачи такого рода типичны для операций много-
критериального планирования и проектирования (multiple criteria
design), когда возникает задача выбора параметров изделия, обес-
печивающих компромисс между противоречивыми требованиями
(прочность — масса, цена — надежность и т. п.).

Простейшим вариантом многоцелевого математического про-
граммирования является многоцелевое линейное программирова-
ние (Multiple Objective Linear Programming — MOLP), в котором
целевые функции линейны, а множество допустимых решений
представляет собой выпуклый многогранник:(−→c T

1

−→
X, . . . ,−→c T

n

−→
X
)
→ max (min),

A
−→
X{�,�,=}−→b .

Для иллюстрации постановок задач многокритериального вы-
бора решений из обоих классов приведем два примера, к которым
будем неоднократно обращаться в дальнейшем.

П р и м е р 1 (покупка подержанного автомобиля).
Покупателю предлагается несколько однотипных автомобилей,
отличающихся годом выпуска, пробегом и ценой, различие по
остальным параметрам считается несущественным. Для примера
в табл. 16.1 приведены реальные данные по 12 автомобилям ВАЗ-
2106, взятые в начале 2012 г. с сайта http://drom.tomsk.ru. Оценки
по всем критериям являются объективными, измеренными в коли-
чественных шкалах: год выпуска автомобиля оценивается в шкале
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Таблица 16.1. Выбор автомобиля по нескольким критериям

Номер Год Пробег, Цена,
варианта выпуска тыс. км. тыс. руб.

1 2001 87 60
2 2005 80 79
3 2004 100 105
4 2003 86 75
5 2002 118 95
6 2002 44 85
7 2001 100 70
8 2000 73 83
9 2000 114 70
10 1999 155 75
11 1999 70 80
12 1998 120 55

интервалов, пробег и цена измеряются в шкале отношений. Зада-
ча ЛПР относится к многокритериальному оцениванию и состоит
в выборе наилучшего варианта с учетом всех показателей. �

П р и м е р 2 (многоцелевой производственный план).
Приступая к изучению обычного линейного программирования
[9, ч. I, с. 32], мы проводили расчет оптимального плана произ-
водства

−→
X = (x1, x2)T двух видов изделий (столов и стульев) из

двух видов сырья (дерева и железа), где в качестве единственной
критериальной функции выступал доход от продажи продукции:

u1(x1, x2) = 8x1 + 6x2 → max .

Усложним эту задачу, добавив второй критерий из области
экологии. Пусть при производстве первого изделия образуется
10 ед. вредных отходов, а при производстве второго 5 ед. Тогда
суммарный объем отходов, соответствующий плану производства,
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равен 10x1 + 5x2, и задача составления производственного плана,
оптимального по критериям максимизации дохода и минимизации
отходов, запишется в виде (16.1). Знаки у коэффициентов второй
целевой функции изменены, чтобы направления оптимизации сов-
падали:

u1(x1, x2) = 8x1 +6x2 → max,
u2(x1, x2) = −10x1 −5x2 → max,

10x1 +5x2 � 50,
6x1 +9x2 � 54,
x1, x2 � 0.

(16.1)

Оценки полезностей в данном примере также объективные, коли-
чественные, измеренные в шкалах отношений. �

Классификация
методов

Количество подходов к анализу многокрите-
риальных решений исчисляется сотнями2, в
нашем кратком введении в проблему мы смо-

жем упомянуть только наиболее известные методы, ставшие клас-
сикой жанра. Для целей обзора мы воспользуемся простой «дву-
мерной» классификацией, приведенной в табл. 16.2. С т о л б ц ы
в ней соответствуют типам шкалы (см. с. 12), используемой для
оценки альтернатив по частным критериям. Если выбрана поряд-
ковая шкала, то никакого количественного суждения о полезно-
сти альтернатив нет, можно только сказать, какая альтернати-
ва предпочтительнее. Любая количественная шкала (интервалов,
отношений, абсолютная) предполагает количественную меру та-
кого предпочтения. С т р о к и таблицы соответствуют шкалам
для измерения сравнительной важности самих критериев. Номи-
нальная (назывная) шкала говорит о том, что критерии между
собой совершенно несравнимы, они отличаются только названия-
ми. Порядковая шкала предполагает упорядоченность критериев
и не более того, а количественная опять-таки измеряет силу пред-
почтения, но уже не альтернатив, а критериев.

2Достаточно полный обзор достигнутого уровня исследований приведен в [32].
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Таблица 16.2. Классификация методов принятия решений
при многих критериях

Шкалы для сравнения Шкалы для сравнения альтернатив
важности критериев Порядковые Количественные

Номинальная Нахождение множества Парето
Порядковая Лексикографическое

упорядочение
Метод последова-
тельных уступок
Линейная свертка

Количественная Метод ELECTRE Метод идеальной
точки
Метод STEM
Многомерная тео-
рия ценности

Путешествие по клеткам этой таблицы начнем с наиболее об-
щего подхода, пригодного в любых ситуациях, даже тогда, ко-
гда критерии являются совершенно несравнимыми. Он основан
на принципах рационального поведения, высказанных выдающи-
мися экономистами в конце XIX — начале XX века: англичанином
Френсисом Эджвортом и итальянцем Вильфредо Паре́то (см. ис-
торические замечания в конце главы).

16.2. Множество Парето

Пространство решений
и целевое пространство

Многокритериальный анализ реше-
ний можно проводить в пространстве
решений (decision space) либо в це-

левом, критериальном, пространстве (objective space, criterion
space).

Элементами пространства р е ш е н и й являются альтерна-
тивы решений. В задачах оценивания с конечным числом альтер-
натив оно является абстрактным множеством, приписывать ему
какую-либо структуру не имеет смысла.
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В задачах непрерывной многоцелевой оптимизации ему при-
даются свойства линейного (векторного) пространства, необходи-
мые для применения соответствующих математических методов.
При необходимости добавляются геометрические понятия рассто-
яния и угла, тем самым пространство решений превращается в
евклидово пространство [9, ч. II, с. 14]. Ограничения задачи опре-
деляют в нем множество допустимых решений (feasible decisions
set) D, которое для линейных задач, например, представляет со-
бой выпуклую многогранную область.

Совокупность целевых функций отображает пространство ре-
шений в ц е л е в о е (критериальное) пространство. Каж-
дое решение X отобразится в соответствующий ему вектор (точ-
ку) −→u (X) = (u1(X), . . . , un(X))T , а все множество допустимых ре-
шений D отображается в целевое или достижимое множество
(objective set, accessible set) U .

Отображение пространства решений в целевое пространство
может быть невзаимно однозначным, однако когда нам потребу-
ются сами альтернативы X, мы предполагаем возможность реше-
ния обратной задачи.

П р и м е р. В задаче о многоцелевом производственном пла-
не (см. с. 43) размерность пространства решений (планов) равна
двум, целевое пространство также имеет два измерения, поэтому
их легко изобразить графически (рис. 16.2). Область допустимых
решений представляет собой четырехугольник [9, ч. 1, с. 73] с вер-
шинами a1, a2, a3, a4. Поскольку целевые функции линейные, то
этот четырехугольник взаимно однозначно отобразится в четы-
рехугольник в целевом пространстве (u1, u2), вершины которого
мы обозначили теми же буквами.

Для каждой целевой функции оптимальной будет одна из
крайних точек множества планов. C точки зрения выгоды u1 та-
ковой является самая правая вершина a3, а с точки зрения эколо-
гии оптимальный план a1 вообще нулевой. Как мы увидим далее,
разумными компромиссными решениями являются планы, соот-
ветствующие выделенным частям границ этих множеств. �
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x1 x2 u1 u2

a1 0 0 0 0
a2 0 6 36 −30
a3 3 4 48 −50
a4 5 0 40 −50

Рис. 16.2. Область допустимых решений (а) и достижимая об-
ласть (б ) для задачи о многоцелевом производственном плане.
Стрелками указаны направления оптимизации по целевым функ-
циям. Части границ, выделенные жирной линией, соответствуют
множеству эффективных решений и множеству Парето соответ-
ственно. В таблице указаны координаты крайних точек обеих об-

ластей
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Доминирование и
оптимальность по
Парето

Для определенности будем предполагать,
что для каждого частного j-го крите-
рия отношение предпочтения согласовано с
соответствующей критериальной (целевой)

функцией таким образом, что

X ′ �j X
′′ ⇔ uj(X ′) � uj(X ′′),

т. е. предпочтительными являются бо́льшие значения оценки по
критерию, другими словами, целевые функции м а к с и м и з и -
р у ю т с я.

Очень часто оценки решений по критериям противоречат друг
другу, однако могут встретиться ситуации, когда предпочтение
одного решения над другим бесспорно. Это случается тогда, когда
при прочих равных условиях оценка хотя бы по одному критерию
строго больше.

Определение. Если для двух решений X ′, X ′′

−→u (X ′) � −→u (X ′′), −→u (X ′) �= −→u (X ′′),

т. е. для всех j uj(X ′) � uj(X ′′), а для некоторых j
uj(X ′) > uj(X ′′), то говорят, что решение X ′ абсолютно доми-
нирует X ′′, этот факт обозначается как X ′ � X ′′.

Замечание. Легко видеть, что отношение абсолютного домини-
рования (квалификацию «абсолютный» часто опускают) является ан-
тирефлексивным, асимметричным и транзитивным, т. е. представляет
собой отношение строгого порядка. Вместе с тем оно имеет место не
для всяких пар решений, могут существовать решения, несравнимые
по отношению доминирования.

Здравый смысл подсказывает3, что при разумном поведении
ЛПР никогда не будет выбирать решения, доминируемые други-
ми. По этой причине доминируемые решения можно выбросить
из рассмотрения.

3На тему «разумности» поведения ЛПР при многокритериальном анализе су-
ществуют глубокие теоретические исследования, основанные на строго акси-
оматическом подходе [21].
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Определение. Недоминируемым (эффективным, неулучша-
емым) решением X∗ называется решение, для которого не су-
ществует другого допустимого решения X ∈ D, которое бы его
доминировало.

Отбросив все доминируемые решение, мы получаем множе-
ство эффективных решений. Они отличаются тем свойством, что
увеличение полезности по любому критерию неизбежно приводит
к уменьшению по каким-то другим.

Аналогичные рассуждения можно привести и в критери-
альном пространстве. Точка −→u ∗ называется недоминируемой
(nondominated), если не существует другой точки достижимого
множества U , которая бы ее доминировала. Множество недоми-
нирумых точек в критериальном пространстве образуют мно-
жество Парето (Pareto set)4, эти точки, а также соответству-
ющие им эффективные решения называются оптимальными по
Парето.

П р и м е р. Найдем парето-оптимальные варианты решений
в задаче о покупке подержанного автомобиля (см. с. 42). При этом
следует иметь в виду, что направления предпочтения для оценок
по критериям здесь различаются. Пробег и цена желательны ми-
нимальные, а год выпуска максимальный. Результаты непосред-
ственной проверки пар альтернатив на абсолютное доминирова-
ние приведены в таблице на рис. 16.3, здесь же для наглядности
изображен граф отношения абсолютного доминирования для дан-
ного примера. Его вершины соответствуют альтернативам, дуги
направлены в сторону доминируемых вершин.

Как и следовало ожидать, граф получился транзитивным: лю-
бой путь через несколько вершин влечет существование прямой
дуги, соединяющей начальную и конечную вершины. В этих усло-

4Для двух критериев это понятие ввел Эджворт в 1881 г., а на общий случай
обобщил Парето в 1906 г. (см. исторические замечания в конце главы). Поэто-
му в некоторых книгах недоминируемое множество называется множеством
Эджворта — Парето.
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виях удаление доминируемых вершин приведет к тому, что в гра-
фе останутся только те вершины (включая изолированные), в ко-
торые не идет ни одна дуга (иногда их называют антитупиками).
Таким образом, в рассматриваемом примере множество парето-
оптимальных решений состоит из семи альтернатив: 1, 2, 4, 6, 8,
11, 12. �

Вариант Доминируется
вариантом

3 2
5 2, 4, 6
7 1
9 1, 7
10 1,4,7, 9

1
2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

Рис. 16.3. Список доминируемых альтернатив и граф отноше-
ния абсолютного доминирования для примера о покупке авто-
мобиля. Пунктирной линией выделено множество Парето

Замечание. Свойство транзитивности играет ключевую роль в
алгоритме нахождения множества Парето, оно дает нам право просто
отбрасывать все доминируемые альтернативы. В результате в графе
останется подграф P , вершины которого обладают следующими свой-
ствами:

1) они несравнимы (не связаны дугами). В теории графов это свой-
ство называется в н у т р е н н е й устойчивостью подграфа P ;

2) для любой вершины ak, не входящей в P , существует вершина
ai ∈ P , которая ее доминирует, т. е. в графе доминирования существует
дуга (ai, ak). Данное свойство называется в н е ш н е й устойчивостью,
оно означает, что из P по дугам «виден» весь оставшийся граф.

Подграф, обладающий одновременно свойствами внутренней и
внешней устойчивости, называется я д р о м графа [3, с. 53]. Таким
образом, удаляя доминируемые вершины в транзитивном графе, мы
получили его ядро. Как мы увидим далее, для нетранзитивного графа
алгоритм выделения ядра несколько более сложный.
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В случае двух критериев понятие оптимальности по Парето
легко проиллюстрировать геометрически (рис. 16.4). Каждой аль-
тернативе соответствует точка (u1, u2) в двумерном критериаль-
ном пространстве. Проверить конкретную точку на недоминиру-

Рис. 16.4. Множество Парето для конечного (а) и непрерыв-
ного (б ) достижимого множества в двумерном критериальном

пространстве

емость очень просто: нужно построить прямоугольный конус из
этой точки, открытый вправо и вверх, и посмотреть, попадают ли
в этот конус другие точки достижимого множества. Например,
точка a1 на рис. 16.4, а является доминируемой, а точка a2 — нет.
В целом, множество Парето для этого примера состоит из пяти
элементов, выделенных заливкой.

Для непрерывного достижимого множества U (рис. 16.4, б )
множество Парето, часто называемое в этом случае границей
Парето (Pareto border, Pareto frontier), представляет собой его
северо-восточную границу.

П р и м е р. Возвратимся к примеру о многоцелевом про-
изводственном плане. Достижимое множество в критериальном
пространстве для этой задачи, приведенное на рис. 16.2, б, имеет
северо-восточную границу Парето, выделенную на рисунке жир-
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ной линией. Этой границе соответствуют парето-эффективные ре-
шения, лежащие на западной и северо-западной сторонах много-
угольника допустимых решений на рис. 16.2, а. Каждое из них
является по-своему «приемлемым». �

Учитывая важность множества Парето, встает вопрос о мето-
дах его нахождения в различных условиях. В конечном случае
эта задача решается прямым перебором пар альтернатив и отбра-
сыванию доминируемых, для непрерывных задач все значитель-
но сложнее. Даже для двух критериев, если множество допусти-
мых решений определяется нелинейными функциями, достижи-
мое множество может иметь весьма сложную конфигурацию (как
мы видели в примере на рис. 16.4, б ), оно может быть даже несвяз-
ным), при большем числе критериев задача многократно услож-
няется. Частично решить эту проблему позволяют интерактивные
человеко-машинные процедуры, основанные на визуализации до-
стижимого множества [15].

В случае л и н е й н ы х целевых функций и линейных же
ограничений (многоцелевое линейное программирование) удается
получить более продвинутые результаты. На основе симплексно-
го метода разработаны алгоритмы, позволяющие перебрать все
эффективные крайние точки многогранного множества планов
[31, с. 198].

Замечание. В литературе по многокритериальному анализу име-
ет место некоторая терминологическая неоднозначность. Множеством
Парето называют как совокупность недоминируемых точек в критери-
альном пространстве, так и прообраз этого множества в пространстве
решений (мы называли его множеством эффективных решений). Одна-
ко это различие несущественно, так как из контекста всегда понятно, о
чем идет речь.

Принцип оптимальности по Парето является важнейшим в
многокритериальном анализе, любое разумное решение должно
основываться на этом принципе. Предварительное отсеивание за-
ведомо неприемлемых альтернатив позволяет существенно упро-
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стить задачу, даже если после этого остается несколько несравни-
мых по абсолютному доминированию решений.

Получив в результате предварительного отбора множество Па-
рето (конечное или непрерывное), ЛПР сталкивается с задачей
дальнейшего его сужения. Здесь не обойтись без дополнитель-
ной информации о сравнительной важности самих критериев, в
какой бы форме она не присутствовала: явной или неявной, ка-
чественной или количественной, известной заранее или форми-
руемой в процессе принятия решения (в автоматизированных си-
стемах поддержки решений очень популярны человеко-машинные
диалоговые процедуры).

По сути, все конкретные многокритериальные методы сводят-
ся к способу учета дополнительной информации о важности кри-
териев. Эта информация должна каким-то образом сопоставлять-
ся с оценками альтернатив, произведенных во «внутренних» шка-
лах самих критериев.

16.3. Лексикографическое упорядочение
и уступки

Основываясь на классификации, приведенной в табл. 16.2,
начнем с варианта, когда сравнительная важность критериев ука-
зывается в порядковой шкале. Другими словами, критерии упо-
рядочены по важности, но количественно степень предпочтения
одного критерия над другим никак не определена.

Лексикографическое
упорядочение

Если измерение полезности альтернатив
по всем частным критериям производит-
ся также в порядковой шкале, то есте-
ственным способом является лексикогра-

фическое упорядочение множества Парето.
Пусть критерии пронумерованы в порядке убывания важ-

ности. Тогда упорядочение происходит в результате нескольких
сортировок: сначала альтернативы упорядочиваются по наиболее
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важному критерию u1, при равных значениях u1 сортируются по
критерию u2 и т. д. по всем критериям.

П р и м е р. Предположим, что в задаче о покупке автомоби-
ля для нас важнейшим показателем является год выпуска, затем
цена, на последнем месте пробег. Результат сортировки приведен
в табл. 16.3. Из нее видно, что наилучшей п р и з а д а н н о м
порядке важности критериев является альтернатива 2. �

Таблица 16.3. Список автомобилей из множества Парето, отсор-
тированный по 1) году выпуска, 2) цене, 3) пробегу

Номер Год Пробег, Цена,
варианта выпуска тыс. км тыс. руб.

2 2005 80 79
4 2003 86 75
6 2002 44 85
1 2001 87 60
8 2000 73 83
11 1999 70 80
12 1998 120 55

Заметим, что в данном примере измерения по всем трем крите-
риям делались в к о л и ч е с т в е н н ы х шкалах, т. е. имелась су-
щественная информация о степени предпочтения одной альтерна-
тивы над другой, но она никак не была учтена, рассматривались
только качественные отношения типа «старше — новее», «доро-
же — дешевле». Использовать эту информацию позволяет метод
последовательных уступок, однако прежде чем излагать его суще-
ство, рассмотрим проблему нормализации измерений, актуальную
для всех методов с количественными шкалами.

Нормализация
измерений

Как мы отмечали в гл. 15 (см. замечание на
с. 17), всякое объективное измерение в количе-
ственной шкале привязано к некоторому эта-

лону, характерному для данной шкалы, и поэтому результат из-



16.3.. Лексикографическое упорядочение и уступки 55

мерения является размерной величиной, зависящей от выбора эта-
лона. Поэтому никакие операции над измерениями в разных шка-
лах не будут адекватными, если их не нормализовать, приведя к
безразмерному виду.

Кроме этого имеется проблема масштабирования измерений.
Если размахи оценок [umin

j , umax
j ] сильно меняются от критерия

к критерию, работать с такими числами, особенно в человеко-
машинных процедурах, бывает неудобно.

По указанным причинам первичные измерения обычно приво-
дят к безразмерному виду и стандартному диапазону, в качестве
которого часто берут [0, 1]. Попутно, если необходимо, решается
задача унификации направления оптимизации (обычной мы счи-
таем максимизацию).

Пересчет первичных измерений в нормализованные произво-
дится по формуле нормализации по размаху, аналогичной (15.1):

u′j =
uj − umin

j

umax
j − umin

j

, (16.2)

где [umin
j , umax

j ] — соответственно наименьшие и наибольшие оцен-
ки по j-му критерию.

П р и м е р 1. В задаче о покупке автомобиля наименьшие,
наибольшие значения, размах измерений по каждому критерию
и таблица нормализованных оценок приведены в табл. 16.4. Наи-
меньшие и наибольшие значения в каждом столбце стали равны
0 и 1. �

Если при конечном числе вариантов наибольшие и наимень-
шие значения находятся простым перебором, то в многокритери-
альном математическом программировании для нахождения наи-
меньших и наибольших значений необходимо решить для каждой
из целевых функций по две вспомогательных одноцелевых зада-
чи: на минимум и на максимум. Достигнутые значения целевых
функций определят нижнюю и верхнюю границы целевого мно-
жества по каждому критерию.
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Таблица 16.4. Нормализация оценок качества автомобиля

Границы u1 (год) u2 (пробег) u3 (цена)
min 1998 44 55
max 2005 155 105

max−min 7 111 50

Вариант u′1 (год) u′2 (пробег) u′3 (цена)
1 0,429 0,613 0,900
2 1,000 0,676 0,520
3 0,857 0,495 0,000
4 0,714 0,622 0,600
5 0,571 0,333 0,200
6 0,571 1,000 0,400
7 0,429 0,495 0,700
8 0,286 0,739 0,440
9 0,286 0,369 0,700
10 0,143 0,000 0,600
11 0,143 0,766 0,500
12 0,000 0,315 1,000

П р и м е р 2. Для задачи о многоцелевом производственном
плане экстремальные значения u1, u2 легко получить из таблицы
на рис. 16.2. Сравнивая значения целевых функций во всех четы-
рех крайних точках достижимого множества, получаем

umin
1 = 0, umax

1 = 48, umin
2 = −50, umax

2 = 0.

С учетом полученных значений нормализованные целевые
функции равны

u′1 =
u1 − 0
48 − 0

, u′2 =
−u2 + 50
50 − 0

,

и в целом задача многоцелевого линейного программирования
приобретает вид (штрихи у новых целевых функций опускаем)
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u1(x1, x2) =
1
6
x1 +

1
8
x2 → max,

u2(x1, x2) = −1
5
x1 − 1

10
x2 +1 → max,

10x1 +5x2 � 50,
6x1 +9x2 � 54,
x1, x2 � 0.

(16.3)

На рис. 16.5 изображено достижимое (целевое) множество за-
дачи в нормализованных координатах, координаты его крайних
точек приведены в таблице. Как и следовало ожидать, оно вписа-
лось в единичный квадрат. �

0.2

0

0.4

0.6

0.8

1.0

0.2 0.4 0.6 1.00.8

u1 u2

a1 0 1
a2 0.75 0.4
a3 1 0
a4 0.833 0
X2 0.8 0.32

Рис. 16.5. Нормализованное достижимое множество U в кри-
териальном пространстве для задачи о многоцелевом про-
изводственном плане. Верхняя жирная линия соответствует
границе Парето. Заливкой выделена область U1 достижимо-
го множества, соответствующая 20%-й уступке по критерию

u1 (доход). Оптимальная точка X2
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Метод после-
довательных
уступок

Как мы отмечали, элементы множества Парето
обладают тем свойством, что улучшение (мы до-
говорились, что это всегда увеличение) показа-
теля по одному критерию неизбежно приводит к

некоторому уменьшению других. Метод последовательных усту-
пок5 предполагает, что критерии упорядочены по важности, дру-
гими словами, их важность измерена в порядковой шкале.

На п е р в о м шаге берется первый (наиболее важный),
критерий и находится наилучшее решение по этому критерию

X1 = arg max
X∈D

u1(X).

Пусть известна относительная величина возможной уступки
0 < k < 1 по первому критерию, на которую можно пойти ра-
ди увеличения показателей по другим. Тогда из множества всех
допустимых решений D можно выделить подмножество реше-
ний D1, приемлемых по первому критерию:

D1 = {X |X ∈ D ,u1(X) � ku1(X1)}.

В целевом (критериальном) пространстве подмножеству D1 соот-
ветствует подмножество U1 достижимой области U .

На в т о р о м шаге среди приемлемых по первому критерию
находится решение, наилучшее по второму:

X2 = arg max
X∈D1

u2(X),

и формируется область решений D2, приемлемых по первым двум
критериям:

D2 = {X |X ∈ D, u1(X) � ku1(X1), u2(X) � ku2(X2)}.
5Авторство этого простого метода часто приписывается выдающемуся отече-
ственному педагогу, профессору Военно-воздушной академии им. Жуковско-
го Елене Сергеевне Вентцель (см. исторические замечания в конце главы).
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На т р е т ь е м шаге находится решение, оптимальное по u3,
среди приемлемых по u1, u2:

X3 = arg max
X∈D2

u3(X)

и т. д. до исчерпания всех критериев.

П р и м е р. Применим метод последовательных уступок к за-
даче о многоцелевом производственном плане в нормализованной
форме (16.3). Предположим, что главным критерием является u1,
но мы готовы пожертвовать до 20% дохода (k = 0.8) ради улуч-
шения экологической обстановки.

Ш а г 1. Поскольку задача нормализована, то наибольшее зна-
чение по первому критерию вычислять не нужно, u1(X1) = 1, само
решение находится в крайней точке X1 = a3 = (1, 0)T (см. рис.
16.5). Область в п р о с т р а н с т в е р е ш е н и й, допустимая
по первому критерию, определяется линейными неравенствами

10x1 +5x2 � 50,
6x1 +9x2 � 54,

u1 = 1
6x1 +1

8x2 � 0.8,
x1, x2 � 0.

(16.4)

Соответствующая ей область U1 в к р и т е р и а л ь н о м
пространстве выделена на рис. 16.5 заливкой.

Ш а г 2. Точка X2 в критериальном пространстве легко может
быть найдена графически: это точка с максимальной ординатой
во множестве U1. Как видим, она лежит на границе Парето между
a2 и a3.

Для нахождения X2 в п р о с т р а н с т в е р е ш е н и й
следует составить задачу линейного программирования с целевой
функцией

u2(x1, x2) = −1
5
x1 − 1

10
x2 + 1 → max
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при ограничениях (16.4). Воспользовавшись решателем из пакета
Excel, получаем точное оптимальное решение

X2 = (0.6, 5.6)T ; u1(X2) = 0.8, u2(X2) = 0.32,

которое вполне соответствует найденному графически6. Третий
шаг не понадобится, так как задача имеет две переменные.

Возвращаясь к первоначальной постановке задачи (см. с. 43),
проиллюстрированной на рис. 16.2, а, видим, что соответству-
ющей точке X2 эффективный производственный план действи-
тельно лежит на северо-западной границе множества допустимых
решений D между точками a2 и a3. Он обеспечивает прибыль
u1 = 8 · 0.6 + 6 · 5.6 = 38.4 ед. , при этом вредные отходы состав-
ляют 34 ед. При ориентированном на максимум в 48 ед. дохода
плане величина отходов была бы равна 55 ед. Таким образом,
ценой 20%-го уменьшения прибыли удалось на 38% сократить
количество вредных отходов. �

16.4. Метод ELECTRE

Продолжая обзор в соответствии с табл. 16.2, переходим к рас-
смотрению ситуации, когда критерии не просто упорядочены, а
имеют количественную оценку важности, но альтернативы реше-
ний при этом оцениваются в к а ч е с т в е н н о й (порядковой)
шкале.

П р и м е р (выбор отеля). Собираясь на отдых, ЛПР выби-
рает один из отелей, примерно одинаковых по цене, но различаю-
щихся по расположению, комфорту, качеству питания и наличию
интернета. Веса соответствующих критериев известны, они опре-
делены экспертным путем в примере на с. 23.

6В содержательной постановке задачи имелось в виду производство столов и
стульев, поэтому нецелый план кажется странным. Однако можно считать,
что речь идет, например, о тысячах изделий.
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Оценка по каждому из критериев производится по качествен-
ной шкале (см. табл. 16.5). Градации этих шкал закодированы
цифрами , но это не значит, что оценка «4», например, в два раза
лучше «2».

Таблица 16.5. Шкалы и веса критериев для задачи о выборе отеля

Критерии Градации Код

u1 (комфорт) Отличный 5
Выше среднего 4
Средний 3
Ниже среднего 2
Плохой 1

u2 (питание) Отличное 3
Среднее 2
Плохое 1

u3 (расположение) Близко от моря 2
Далеко от моря 1

u4 (бесплатный WiFi) Есть 1
Нет 0

j Критерий uj Вес wj

1 Комфорт 0.19
2 Питание 0.25
3 Расположение 0.47
4 Наличие WiFi 0.09

Сравниваются семь отелей a1, . . . , a7, их оценки uij по всем
критериям приведены в таблице на рис. 16.6. Легко видеть, что
никакая строка этой таблицы не доминирует другую, следователь-
но, все варианты несравнимы по отношению абсолютного доми-
нирования и образуют множество Парето.

Данная задача хорошо представляется на языке теории гра-
фов. Для каждого частного критерия можно построить граф,
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отображающий отношение предпочтения по данному критерию
(рис. 16.6). Вершины графа соответствуют альтернативам, дуги
направлены от лучшей к худшей альтернативе. Требуется объеди-
нить все четыре графа в один с учетом весов соответствующих
критериев и выделить в нем вершину (или хотя бы подмножество
вершин), которые можно считать предпочтительными. �

Альтернативы ai ui1 ui2 ui3 ui4

a1 1 3 2 1
a2 2 3 1 1
a3 2 2 2 1
a4 3 2 2 0
a5 3 2 1 1
a6 3 1 2 1
a7 5 1 1 0
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Рис. 16.6. Оценки альтернатив и графы предпочтений по част-
ным критериям для задачи о выборе отеля. Внизу указаны

веса соответствующих критериев

Метод решения многоцелевой задачи с такой своеобразной
комбинацией шкал был предложен в середине 1960-х гг. фран-
цузским ученым Бернаром Руа (Roy, Bernard; р. 1934) и называ-
ется ELECTRE. Это — аббревиатура целой фразы ELimination
Et Choix Traduisant la REalité (удаление и выбор, отражаю-
щие реальность)7. На основе первого алгоритма ELECTRE впо-

7Название ассоциируется с именем древнегреческой героини в классических
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следствии было создано целое семейство методов (ELECTRE II,
ELECTRE III, ELECTRE IV и др.).

Суть метода состоит в том, что для вершин, несравнимых по
абсолютному доминированию, вводятся более чувствительные по-
казатели сравнимости — индексы согласия и несогласия, учитыва-
ющие относительную важность критериев. Эти индексы сопостав-
ляются с установленными пороговыми значениями, в результа-
те строится отношение относительного доминирования, частично
упорядочивающее множество Парето. Всю процедуру проще себе
представить, если считать оценку по каждому критерию мнением
соответствующего эксперта, а вес критерия — показателем авто-
ритета этого эксперта.

Индексы
согласия

Первый этап метода ELECTRE — вычисление мат-
рицы индексов согласия. С этой целью для каждой
пары альтернатив (ai, ak):

а) Bыделяется группа C(i, k) экспертов (индексов критери-
ев j), которые посчитали, что в этой паре альтернатива ai предпо-
чтительнее и поставили ей более высокие оценки по соответству-
ющим критериям:

C(i, k) = {j |uij > ukj},
после чего определяется суммарный вес этой группы:

cik =
∑

j∈C(i,k)

wj .

Аналогично выделяются группа экспертов D(i, k), придержи-
вающихся противоположного мнения, а также группа экспертов
E(i, k), считающих альтернативы равноценными, суммируются
веса экспертов в этих группах:

D(i, k) = {j |uij < ukj}, E(i, k) = {j |uij = ukj},
трагедиях Эсхила, Софокла, Эврипида и др. Electre (Электра) — дочь ца-
ря Агамемнона и Клитемнестры, сестра Ореста, мстящая матери за коварно
убитого отца.
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dik =
∑

j∈D(i,k)

wj , eik =
∑

j∈E(i,k)

wj .

б) Вычисляется индекс согласия sik, показывающий, насколь-
ко мнения в пользу ai перевешивают мнения в пользу ak. В раз-
ных модификациях ELECTRE этот индекс рассчитывается по-
разному. Например, его можно считать по формуле

sik =
cik + 0.5 eik

n∑
j=1

wj

.

Из индексов согласия строится матрица S = (sik)m×m, гдеm —
число альтернатив.

Индексы
несогласия

Вычисленные индексы согласия отражают мнение
большинства экспертов, однако принципы демо-
кратии (метод создавался в стране с сильными де-

мократическими традициями) предписывают так или иначе учи-
тывать мнение меньшинства. В методе ELECTRE оно учитывает-
ся введением индексов несогласия по следующей методике.

Для каждой пары альтернатив (ai, ak):
а) Каждый j-й эксперт из подмножества несогласных D(i, k),

т. е. таких, для которых оценки uij < ukj , определяет частный
индекс несогласия 0 � rj

ik � 1. Он тем больше, чем больше разли-
чаются эти оценки по j-му критерию. Строго говоря, здесь име-
ется логическая некорректность: в порядковой шкале невозможно
оценить различие между оценками, можно сказать только, какая
из них больше. Однако авторов метода, озабоченных не столько
математической безупречностью, сколько практической полезно-
стью, это не смутило. Они предлагают, например, определить ме-
ру различия Δj

ik между оценками uij и ukj в порядковой шкале
j-го критерия не разностью ukj − uij , а числом разделяющих их
значений шкалы плюс единица (соседние значения должны разли-
чаться на единицу). Частный индекс несогласия rj

ik рассчитыва-
ется как мера различия, умноженная на «протестную» константу
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hj > 0, индивидуальную для каждого эксперта, при этом индекс
не должен превышать единицы.

б) Вычисляется общий индекс несогласия

rjk = max
j
rj
ik,

т. е. веса экспертов не учитываются, из всех несогласных находит-
ся самый настойчивый (демократическое право вето).

Перебирая все пары альтернатив, строится матрица индексов
несогласия R = (rik)m×m.

П р и м е р. Прервем на этом месте изложение метода
ELECTRE и рассмотрим подробно рассмотренные два этапа на
примере задачи выбора отеля (с. 60).

И н д е к с ы с о г л а с и я. Возьмем для примера па-
ру (a1, a2). Для нее альтернатива a1 лучше по третьему крите-
рию, хуже по первому и равноценна по второму и четвертому,
следовательно, C(1, 2) = {3}, D(1, 2) = {1}, E(1, 2) = {2, 4}.
Отсюда c12 = 0.47, d12 = 0.19, e1,2 = 0.25 + 0.09 = 0.34, ин-
декс согласия для этой пары с учетом того, что

∑
wj = 1, равен

s12 = 0.47 + 0.5 · 0.34 = 0.64. Аналогично вычисляются остальные
индексы согласия. В результате матрица индексов согласия S име-
ет вид, представленный в табл. 16.6.

И н д е к с ы н е с о г л а с и я. Для вычисления индексов
несогласия зададимся значениями «протестных» констант. Пусть
h1 = 0.2, h2 = 0.25, h3 = 0.2, h4 = 0.2. Это значит, например, что
попытка отдать преимущество альтернативе, когда она проигры-
вает по критерию «комфорт» на одно деление шкалы, вызывает
протест первого эксперта с интенсивностью 0.2.

В качестве примера рассчитаем r26. Для пары альтернатив
(a2, a6) множество экспертов, не согласных с преимуществом a2,
есть D(2, 6) = {1, 3}. Различие по первому критерию Δ1

26 состав-
ляет одну ступень, по третьему Δ3

26 — тоже одну. Поэтому частные
индексы несогласия равны соответственно r126 = 1·0.2, r314 = 1·0.2.
Общий индекс несогласия r14 = max (0.2, 0.2) = 0.2. Вся матрица
индексов несогласия R приведена в табл. 16.6. �
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Таблица 16.6. Матрицы индексов согласия S и несогласия D
для задачи о выборе отеля

S =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

− 0.64 0.53 0.58 0.76 0.53 0.81
0.36 − 0.39 0.34 0.53 0.29 0.58
0.47 0.61 − 0.45 0.64 0.53 0.81
0.42 0.66 0.55 − 0.69 0.58 0.76
0.24 0.47 0.36 0.31 − 0.39 0.58
0.47 0.70 0.47 0.42 0.61 − 0.68
0.19 0.42 0.19 0.24 0.42 0.32 −

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

R =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

− 0.20 0.20 0.40 0.40 0.40 0.80
0.20 − 0.25 0.20 0.20 0.20 0.60
0.25 0.25 − 0.20 0.20 0.20 0.60
0.25 0.25 0.20 − 0.20 0.20 0.40
0.25 0.25 0.20 0.20 − 0.20 0.40
0.50 0.50 0.25 0.25 0.25 − 0.40
0.50 0.50 0.25 0.25 0.25 0.20 −

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

Построение и анализ
графа относительного
доминирования

Для построения результирующего от-
ношения относительного доминирова-
ния устанавливаются пороговые значе-
ния s∗ и r∗ (пороги несравнимости по

согласию и несогласию). Затем каждый элемент матрицы индек-
сов согласия (sik) и несогласия (rik) сравнивается с порогами.
Считается, что альтернатива ai (относительно) доминирует ak,
если большинство экспертов с учетом их веса с этим согласны,
при этом нет экспертов, которые настроены резко против, т. е.
sik � s∗, rik � r∗.

Отношение относительного доминирования отображается гра-
фом, в котором дуги направлены в сторону доминируемых вер-
шин. Таким образом, с помощью индексов согласия и несогла-
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сия удалось объединить несколько частных графов предпочте-
ния в один — граф относительного доминирования. В результа-
те некоторые альтернативы, которые по отношению абсолютного
доминирования были несравнимы, теперь оказались связанными
дугами.

П р и м е р. Возьмем значения порогов несравнимости по со-
гласию s∗ = 0.5 и по несогласию r∗ = 0.2. Перебирая все элементы
матриц индексов согласия и несогласия из табл. 16.6, видим, что
пара вершин (a1, a2), например, войдет в отношение относитель-
ного доминирования, так как s12 = 0.64 > 0.5, r12 = 0.2 � 0.2;
пара (a1, a5) не войдет, так как s15 = 0.76 > 0.5, r15 = 0.4 > 0.2 и
т. д. Весь граф отношения п р и д а н н ы х значениях порогов
несравнимости приведен на рис. 16.7.

К сожалению, построенное отношение относительного домини-
рования не обладает свойством транзитивности. Например, отель
оказался a1 предпочтительнее a3, a3 предпочтительнее a6, однако
дуга (a1, a6) в графе отсутствует. Более того, при неудачном вы-
боре порогов несравнимости s∗, r∗ в графе могут образовываться
контуры (орциклы), но этот особенный вариант предпочтений мы
рассмотрим чуть позже. �

Итак, имеется ориентированный граф относительного доми-
нирования без контуров. Какие вершины этого графа можно вы-
черкнуть, а какие оставить для последующего анализа? В методе
ELECTRE предлагается перенести на этот случай идею нахожде-
ния ядра, которая успешно себя зарекомендовала в случае транзи-
тивных графов (см. замечание на с. 50). Другими словами, пред-
лагается оставить вершины, которые не доминируют друг друга
и в совокупности доминируют все остальные.

Доказано, что любой ориентированный граф без контуров
имеет ядро, притом единственное. Правда, простейший способ вы-
черкивания всех доминируемых вершин, пригодный для транзи-
тивных графов, здесь не работает. Для построения ядра исполь-
зуется следующий двухэтапный алгоритм.
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Рис. 16.7. Граф относительного доминирования при поро-
гах несравнимости r∗ = 0.5, s∗ = 0.2 (а) и при порогах
r∗ = 0.5, s∗ = 0.4 (б ). Пунктиром показано разбиение на яру-

сы. Вершины ядра выделены заливкой

1. Р а з б и е н и е н а я р у с ы. Определяются вершины,
в которые не идет ни одна дуга (антитупики), в том числе изоли-
рованные вершины. Они относятся к ярусу 0. Затем эти вершины
вычеркиваются со всеми инцидентными дугами, в получившемся
подграфе определяются новые антитупики, которые относятся к
ярусу 1, они вычеркиваются и т. д. до тех пор, пока все вершины
не будут разбиты на ярусы (нормальное завершение алгоритма).

При аварийном завершении часть вершин останется необрабо-
танной, потому что на очередном шаге не найдется антитупиков.
Это свидетельствует о том, что в графе имеются контуры.

2. П о с т р о е н и е я д р а. В ядро включаются все вершины
нулевого яруса, оставшиеся вершины просматриваются в порядке
возрастания номеров ярусов. К ядру добавляются те вершины,
которые не связаны дугами с вершинами, уже включенными в
ядро.

П р и м е р. На рис. 16.7,a в соответствии с описанным алго-
ритмом показано разбиение построенного в предыдущем примере
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графа относительного доминирования на ярусы, заливкой выде-
лены вершины 1, 4, 7, образующие его ядро. В результате число
несравнимых вершин уменьшилось с семи до трех, они домини-
руют все оставшиеся вершины. �

Для того чтобы еще уменьшить число несравнимых вершин,
можно попытаться варьировать пороги несравнимости. Если уве-
личить порог по несогласию r∗, то в графе появятся новые дуги,
в результате в ядро может войти меньшее количество вершин.
На рис. 16.7, б для примера показан граф относительного доми-
нирования при r∗ = 0.5, s∗ = 0.4. По сравнению с графом на
рис. 16.7, а он имеет на 10 дуг больше, его ядро включает две
вершины: 1, 7.

Добавить дуги можно еще одним способом — уменьшением
порога по согласию s∗, однако в обоих случаях следует быть осто-
рожным, так как в графе относительного доминирования могут
появиться замкнутые контуры. Авторы метода ELECTRE предла-
гают в таком случае считать все вершины, охватываемые каждым
замкнутым контуром, эквивалентными и считать их одной обоб-
щенной вершиной. Эта операция называется стягиванием кон-
туров. После стягивания граф не будет иметь контуров, и к нему
можно применить описанный выше алгоритм построения ядра.

П р и м е р. На рис. 16.8, а приведен граф относитель-
ного доминирования при s∗ = 0.4, r∗ = 0.2. Сравнивая его с
рис. 16.7,а, замечаем увеличение количества дуг, зато появился
контур. В данном примере он один, охватывает две вершины —
3 и 4, но возможны и более сложные варианты. После стягива-
ния этого контура получился граф, изображенный на рис. 16.8, б.
Ядро данного графа состоит из четырех вершин — 1, 5, 6, 7. Ре-
зультат получился даже хуже, чем в предыдущем случае. �

В настоящем параграфе мы рассмотрели самый простой ва-
риант семейства ELECTRE, называемый ELECTRE I. В других
методах этого семейства [23, с. 228] применяются более изощрен-
ные способы построения и анализа графов относительного доми-
нирования. По своей сути все они являются человеко-машинными:
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Рис. 16.8. Варьирование порогов несравнимости: граф отно-
сительного доминирования при s∗ = 0.4, r∗ = 0.2 (a); граф

после стягивания контура и его ядро (б )

.

ЛПР варьирует параметры, а программа рассчитывает варианты
и представляет в наглядном виде результат.

Несмотря на почтенный возраст и некоторые математические
натяжки, методы ELECTRE хорошо зарекомендовали себя на
практике, с их помощью был успешно решен ряд важных задач
[32, с. 133].

16.5. Свертка критериев

Функция ценности Наиболее удобной для многокритериально-
го анализа является ситуация, при которой

критерии и оценки по ним можно измерить в количественных
шкалах. В этом случае естественным желанием является попытка
свернуть все частные критерии в один глобальный «суперкрите-
рий»

f(X) = f(u1(X), . . . , un(X)).

Функцию f(X), дающую оценку по глобальному критерию,
называют (многомерной) функцией ценности (value function).
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С помощью функции ценности многокритериальная задача
сводится к обычной однокритериальной. Так как возможных
функций бесконечно много, возникает вопрос: какими общими
свойствами должна обладать любая «разумная» функция ценно-
сти? Первое и очевидное требование — она должна быть возрас-
тающей по отношению абсолютного доминирования или, как го-
ворят, быть согласованной с ним:

X ′ � X ′′ ⇒ [−→u (X ′) � −→u (X ′′),−→u (X ′) �= −→u (X ′′)
]⇒ f(X ′) > f(X ′′).

Это значит, что увеличение оценки по любому из частных кри-
териев при сохранении оценок по остальным должно давать уве-
личение ценности. Данное свойство приводит к тому, что макси-
мизация ценности всегда приведет к эффективному решению, со-
ответствующая оптимальная точка в целевом пространстве будет
принадлежать множеству Парето.

Замечание. Иногда функцию ценности называют многомерной
функцией полезности (multiattribute utility function), однако мы, следуя
современной терминологии, предложенной Кини и Райфа [11], будем
различать эти понятия. Термин «функция полезности» мы резервируем
для задачи принятия решений при риске, которую будем рассматривать
в гл. 17.

Линейная свертка
Простейшим и самым распространенным
способом свертки является явная линейная
свертка, при которой многомерная функция

ценности вычисляется по формуле

f(X) =
n∑

j=1

wjuj(X),

где uj(X) — оценка по j-му частному критерию, wj — его вес
(wj > 0,

∑
wj = 1). Веса критериев определяются экспертным

путем и считаются известными заранее. Для избавления от раз-
мерности оценки по частным критериям должны быть нормали-
зованы (см. с. 54).
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Легко видеть, что линейная функция ценности при wj > 0 воз-
растает по отношению абсолютного доминирования, ее максими-
зация всегда приводит к парето-оптимальному решению. В каче-
стве иллюстрации рассмотрим двумерный случай (рис. 16.9).

Рис. 16.9. Линейная свертка двух критериев: линии равных
значений функции ценности (а); максимизация функции цен-

ности на достижимом множестве (б )

Изолинии функции ценности, определяемые равенством
f(u1, u2) = w1u1+w2u2 = const, представляют собой прямые, угол
наклона которых зависит от соотношения w1, w2. Если w1 = 0 и
w2 = 1 − w1 = 0, то f(u1, u2) = u2 = const, т. е. прямая рас-
положена горизонтально, при увеличении w1 она поворачивается
из горизонтального положения в вертикальное. При увеличении
const прямая, сохраняя наклон, перемещается параллельно самой
себе в направлении, указанном на рис. 16.9, а стрелкой.

Процедура нахождения наибольшего по ценности решения за-
ключается в построении прямой, наклон которой соответствует
соотношению весов критериев, и параллельному перемещению
этой прямой в сторону увеличения const до последнего соприкос-
новения с достижимой областью. Оптимум всегда находится на
границе Парето (рис. 16.9, б ).
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Метод анализа
иерархий

Самая главная проблема, стоящая перед ЛПР
при использовании явной линейной свертки —
назначение весов частным критериям, в осо-

бенности если их число велико. Томас Саати, с которым мы по-
знакомились, рассматривая метод парных сравнений (см. с. 18),
предложил делать это с помощью метода анализа иерархий —
МАИ (Analytic Hierarchy Process — AHP), подробно и популярно
описанный в книге [25].

В этом методе системный анализ целей операции, выявление
критериев и построение линейной функции ценности предлагает-
ся проводить иерархически (рис. 16.10 ). Сначала путем декомпо-

Рис. 16.10. Оценка альтернатив по декомпозированным критериям
в методе анализа иерархий. Сумма весов при каждой декомпозиции

критерия равна единице

зиции основной цели операции выявляются подцели первого уров-
ня и определяются критерии, показывающие степень достижимо-
сти этих целей. Таких критериев обычно немного, для назначе-
ния им весов Саати рекомендует использовать метод собственного
вектора, но возможны и другие способы, в любом случае сумма
весов должна быть равной единице. Далее каждая из подцелей
(и соответствующий ей критерий) декомпозируется на подцели и
критерии второго уровня, назначаются веса второго уровня и т. д.
вплоть до необходимой глубины.
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Свертка оценок по частным критериям идет в обратном по-
рядке. Оценки по критериям нижнего уровня линейной сверткой
с заданными весами агрегируются в оценки предпоследнего уров-
ня критериев, которые, в свою очередь, сворачиваются на более
высокий уровень и т. д. На каждом уровне перед сверткой оценки
нормализуются таким образом, чтобы наилучшая оценка по всем
вариантам решений была равна, например, 1 или 100.

П р и м е р (рейтинг университетов). Университеты все-
го мира, конкурируя на рынке образовательных услуг, пытают-
ся доказать, что они самые лучшие, передовые и престижные.
Для объективной оценки этих утверждений независимыми экс-
пертами составляются национальные и глобальные списки уни-
верситетов, упорядоченные по их рейтингам — числовым или
порядковым показателям, отображающим качество вуза, его ре-
путацию в академическом сообществе. Разумеется, эта задача
очень непростая, потому что вуз является сложной системой,
вовлеченной в различные виды деятельности — учебную, науч-
ную, социальную и т. д. Среди общемировых наиболее извест-
ными являются так называемый Шанхайский рейтинг — The
Academic Ranking of World Universities (www.arwu.org); Рейтинг
Times (www.timeshighereducation.co.uk/world-university-rankings);
QS World University Rankings (www.topuniversities.com); среди
отечественных — Национальный рейтинг российских универси-
тетов (unirating.ru).

Набор критериев для расчета национального российского рей-
тинга приведен в табл. 16.7. Критерии, охватывающие все основ-
ные стороны деятельности вуза (всего их около тридцати), разби-
ты на два иерархических уровня. Каждый из критериев первого
уровня декомпозируется на несколько критериев второго уровня,
оценки по которым могут быть получены по объективным отчет-
ным данным. В результате линейной свертки оценок по частным
критериям получается оценка по «суперкритерию» и определяет-
ся место вуза в упорядоченном рейтинговом списке.

Методика расчета, а также полные данные по ведущим вузам
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Таблица 16.7. Иерархия критериев для составления Нацио-
нального рейтинга ведущих классических университетов

Критерии 1-го уровня Вес Критерии 2-го уровня Вес

Образовательная дея-
тельность

0.2 Доля преподавателей с
учеными степенями и
званиями

0.1

Число студентов на од-
ного преподавателя

0.1

Учебная площадь на
1 студента

0.1

... ...
Исследовательская дея-
тельность

0.2 Число магистрантов, ас-
пирантов, докторантов

0.1

Объем хоздоговорных
работ

0.1

Защиты докторских дис-
сертаций

0.1

... ...
Социальная деятель-
ность

0.15 Оценка национальной
популярности сайта

0.25

... ...
Международная дея-
тельность

0.15 Доля иностранных сту-
дентов

0.2

... ...
Бренд вуза 0.15 Присутствие в нацио-

нальных и глобальных
рейтингах

0.1

... ...
Инновации и коммерциа-
лизация разработок

0.15 Число малых инноваци-
онных предприятий

0.3

... ...
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России (их набирается около 100) публикуются на упомянутом
выше сайте проекта. Национальный рейтинг российских универ-
ситетов рассчитывается с 2009 г., каждый год показатели и их веса
слегка корректируются, однако неизменным победителем высту-
пает МГУ им. М.В. Ломоносова. Томский государственный уни-
верситет в 2011 г. занял 7-е место. �

Благодаря системному подходу, простоте, а также популяри-
заторскому таланту его автора, метод анализа иерархий получил
очень широкое распространение. Он является одним из самых
простых, понятных и востребованных методов многокритериаль-
ного анализа. Саати написал о нем книги, сам разработал ком-
пьютерные программы и в течение более 20 лет регулярно про-
водит симпозиумы ISAHP (International Symposium on Analytic
Hierarchy Process). Метод широко используется и активно раз-
вивается учеными всего мира, для его компьютерной поддержки
существуют программные продукты, разработанные различными
компаниями, в том числе свободно распространяемые отечествен-
ные (СППР «Выбор», MPRIORITY и др.). Имеется множество
примеров практического использования метода в разнообразных
ситуациях: от управления на межгосударственном уровне до ре-
шения отраслевых и частных проблем в бизнесе, промышленно-
сти, здравоохранении и образовании. Непосредственным продол-
жением и развитием AHP явился метод аналитических сетей
(Analytic Network Process — ANP), изложенный в новой книге Са-
ати [26].

Свертка Гермейера
Итак, линейная функция ценности все-
гда приводит к парето-оптимальному ре-
шению. Теперь поставим вопрос наоборот:

всякая ли точка множества Парето может быть получена путем
максимизации линейной функции ценности при соответствующем
подборе весов критериев?

Если граница Парето выпукла, то ответ будет положитель-
ный. Как видно из рис. 16.9, б, меняя угол наклона прямой и дви-
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гая до соприкосновения с границей, можно получить любую ее
точку. Иная картина наблюдается для невыпуклой границы. Рас-
сматривая рис. 16.11, б, можно убедиться, что часть точек множе-
ства Парето остается недоступной для линейной свертки, так как
они не являются точками касания никакой прямой с достижимым
множеством. В связи с этим интересно выяснить, существуют ли
свертки, позволяющие «прощупать» всю границу Парето?

Одна такая свертка была предложена видным отечественным
математиком профессором Ю. Б. Гермейером (см. исторические
замечания в конце главы). Свертка Гермеера основана на функ-
ции ценности

f(X) = min
1�j�n

[wjuj(X)] ,

где, как обычно, 0 < wj < 1,
∑
wj = 1.

Мы проиллюстрируем свойства свертки Гермейера для двух
переменных. Функция ценности в этом случае имеет вид
f(u1, u2) = min[w1u1, w2u2]. На рис. 16.11, а показаны линии рав-

Рис. 16.11. Свертка Гермейера двух критериев: линии рав-
ных значений функции ценности (а); максимизация функции

ценности на достижимом множестве (б )

ных значений этой функции. Они представляют собой прямые
углы (в многомерном пространстве конусы), раскрытые вправо
и вверх, вершинами скользящие по направляющей прямой, про-
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ходящей через начало координат, ее наклон определяется соот-
ношением w1, w2; при w1 = w2 прямая проходит под углом 45◦.
Слева от направляющей прямой w1u1 < w2u2, и уравнение изоли-
нии описывается соотношением f(u1, u2) = w1u1 =const, а спра-
ва w1u1 > w2u2, в этой области уравнение изолинии имеет вид
f(u1, u2) = w2u2 =const. При увеличении const углы скользят в
направлениях, указанных стрелками.

Процесс максимизации функции ценности показан на
рис. 16.11, б . Выбрав значения w1, w2 и тем самым угол наклона
направляющей прямой, двигаем угол в направлении, указанном
стрелкой до тех пор, пока он имеет общие точки с достижимой
областью. Из рисунка видно, что оптимальная точка находится
на границе Парето, причем при изменении угла наклона на-
правляющей прямой, в отличие от случая линейной функции
ценности, «ощупываются» ранее недоступные участки границы.

Разумеется, приведенная иллюстрация не является строгим
доказательством. Интересующихся общей теорией сверток кри-
териев адресуем к книге Ю.Б. Гермейера [8].

Свертка на основе
идеальной точки

Близкой по духу к свертке Гермейера яв-
ляется свертка на основе идеальной точки.
В ней сравнительная важность критериев

задается путем определения метрики в критериальном простран-
стве. Такой подход часто используется в многоцелевом математи-
ческом программировании.

Пусть имеется задача многоцелевой оптимизации
(u1(X), . . . , un(X)) → max, где X ∈ D – множество допустимых
решений.

Идеальной или утопической8 точкой (ideal point, utopia point)
называется такая точка −→u � = (u�

1, . . . , u
�
n)T целевого простран-

ства, которая о д н о в р е м е н н о обладает наилучшими
достижимыми оценками п о в с е м частным критериям. Ее

8Утопия (от греч. u — нет, topos — место, т. е. место, которого нет). Вообра-
жаемый остров в одноименном романе английского мыслителя Томаса Мора
(1478–1535), на котором осуществлен идеальный социалистический строй.



16.5.. Свертка критериев 79

координаты находятся в результате решения n одномерных опти-
мизационных задач:

u�
j = max

X∈D
uj(X), j = 1, . . . , n.

Если достижимое множество нормализовано (см. с. 54) и оценки
приведены к интервалу [0, 1], то −→u ∗ = (1, . . . , 1)T .

Процедура построения утопической точки напоминает процесс
конструирования идеального жениха из комедии Гоголя «Же-
нитьба»: «Если бы губы Никанора Ивановича да приставить к
носу Ивана Кузьмича...»

Как правило идеальная точка не принадлежит достижимо-
му множеству U , в противном случае многокритериальная задача
имеет тривиальное решение: утопия становится реальностью.

Коль скоро идеальная точка недостижима, нужно попытаться
найти такую точку достижимого множества U , которая была бы
к ней наиболее близка. Для того чтобы определить степень бли-
зости, критериальное (целевое) пространство следует снабдить
метрикой ρ(−→u ,−→u ∗). По сути, задание конкретной метрики свер-
тывает оценки по частным критериям в одну функцию расстоя-
ния и тем самым определяет их относительную важность. Таким
образом, метод идеальной точки можно считать разновидностью
свертки.

Для свертки можно использовать различные метрики, но наи-
более употребительной является взвешенная чебышёвская мет-
рика

ρ(−→u ,−→u ∗) = max
1�j�n

(
wj · |uj − u∗j |

)
,

которая отличается от обычной чебышёвской метрики наличием
весов при координатах.

На примере двух переменных легко продемонстрировать связь
метода идеальной точки и свертки по Гермейеру. На рис. 16.12, а
показано семейство линий равных расстояний от фиксированной
точки −→u ∗ в случае двух переменных. В отличие от евклидовой
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Рис. 16.12. Иллюстрация метода идеальной точки с взве-
шенной чебышёвской метрикой: линии равных расстояний
от фиксированной точки (а); нахождение ближайшей до-
стижимой точки для примера о многоцелевом производ-

ственном плане (б )

метрики, где эти линии являются концентрическими окружно-
стями, при чебышёвской взвешенной метрике они представляют
собой прямоугольники с общим центром и сторонами, пропорции
которых определяются соотношением весов w1, w2. Процедура
нахождения ближайшей достижимой точки состоит в помещении
центра прямоугольника в утопическую точку и масштабировании
его с сохранением пропорций до тех пор, пока он не коснется до-
стижимого множества. При этом угол прямоугольника, как и при
максимизации функции ценности по Гермейеру, скользит по на-
правляющей прямой, разница лишь в том, что теперь прямая ис-
ходит не из начала координат, а из идеальной точки.

П р и м е р. Проиллюстрируем работу метода идеальной
точки в случае двух критериев на примере задачи о многокрите-
риальном производственном плане (см. рис. 16.12, б ). Оба крите-
рия будем считать равноважными, поэтому направляющая пря-
мая является диагональю единичного квадрата и пересекает гра-
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ницу Парето в точке −→u C = (u1, u2)T , представляющей собой вы-
пуклую комбинацию точек a1 и a2. Взяв их координаты из табл.
на с. 57, составим систему уравнений

λ

(
0
1

)
+ (1 − λ)

(
0.75
0.4

)
=

(
u1

u2

)
,

u1 = u2.

Для λ получаем уравнение 0.75(1 − λ) = λ + 0.4(1 − λ), отку-
да λ = 0.2592. Следовательно, координаты парето-оптимальной
точки в целевом пространстве равны −→u C = (0.5555, 0.5555)T .
Этой точке соответствует эффективный производственный план−→
X ∗ = (x∗1, x∗2)T , который можно рассчитать, составив соответству-
ющую выпуклую комбинацию из прообразов точек a1, a2 в про-
странстве решений (их координаты приведены в табл. на с. 47):

−→
X ∗ = λ

(
0
0

)
+ (1 − λ)

(
0
6

)
=

(
0

4.444

)
.

Таким образом, оптимальный двухкритериальный план, получен-
ный методом свертки на основе идеальной точки с р а в н о -
в а ж н ы м и критериями, предполагает выпускать только сту-
лья в количестве x∗2 = 4.444, скажем, тысяч штук. При этом при-
быль составит u1(

−→
X ∗) = 26.66 у.е. (56% от максимально возмож-

ной), а количество вредных отходов u2(
−→
X ∗) = 22.22 ед. (40% от

того, которое получалось при самом выгодном плане производ-
ства). �

16.6. Человеко-машинные процедуры.
Метод STEM

Существенным недостатком всех представленных выше мето-
дов является необходимость заранее, до начала процесса приня-
тия решения, указывать точные веса критериев, что может быть



82 Глава 16. Принятие решений при многих критериях

затруднительно для ЛПР. В связи с этим активно развиваются
процедуры, основанные на человеко-машинном взаимодействии
(Human-Computer Interaction — HCI). По утверждению многих
авторитетных специалистов, именно в этом направлении видится
будущее многокритериального анализа.

В человеко-машинных процедурах процесс принятия решения
развивается итеративно, каждая итерация включает фазу рас-
четов, выполняемых компьютером, и фазу анализа, проводимо-
го ЛПР:

• на фазе расчетов компьютер, используя полученную от ЛПР
на предыдущем шаге информацию, вычисляет решение, со-
ответствующее достигнутому уровню понимания проблемы,
и вместе со вспомогательной информацией предъявляет его
ЛПР;

• на фазе анализа ЛПР, оценивая предъявленное решение,
определяет, является ли оно приемлемым. Если да, то проце-
дура окончена, в противном случае ЛПР анализирует вспо-
могательную информацию и посылает компьютеру сообще-
ние, на основании которой тот на новом шаге скорректирует
решение.

К настоящему времени изобретено много подобных интерак-
тивных методов, по большей части эвристических. Одним из пер-
вых был метод ограничений STEM (STEp Method) для много-
критериального линейного программирования [14, с. 76], разра-
ботанный в конце 1960-х г. интернациональной группой ученых9,
включающей ведущего отечественного специалиста по многокри-
териальному анализу, будущего академика Российской академии
наук О.И. Ларичева (см. исторические замечания в конце главы).

9Бенайюн Р., Ларичев О., де Монтгольфье Ж., Терни Ж. Линейное програм-
мирование с многими критериями: метод ограничений // Автоматика и теле-
механика. 1971. № 8. С. 108—114.
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В методе STEM используется линейная свертка, однако веса кри-
териев заранее не устанавливаются, они вычисляются в процессе
человеко-машинного взаимодействия.

Пусть имеется задача многокритериального математического
программирования с линейными целевыми функциями

uj(
−→
X ) = −→c T

j

−→
X → max, j = 1, . . . , n (16.5)

при ограничениях

−→a T
i

−→
X � bi, i = 1, . . . ,m,−→

X � 0.
(16.6)

Алгоритм одной итерации метода STEM описывается следую-
щей совокупностью шагов.

Ф а з а р а с ч е т о в

Шаг 1. Исследование области допустимых решений.
С помощью стандартного симплексного метода проводится опти-
мизация на минимум и максимум по критериям (16.5) в отдель-
ности (индексом i, 1 � i � n мы будем обозначать критерии, по
которым выполняется оптимизация). Тем самым находятся гра-
ницы достижимой области по каждому измерению umin

i , umax
i и

значения переменных
−→
Xmax

i , дающие максимум. В каждой точке−→
Xmax

i вычисляются значения остальных критериев, они составля-
ют матрицу оптимальных значений размерности n × n. Столбцы
матрицы нормализуются по формулам (16.2), таким образом диа-
гональные элементы становятся равными единице (см. табл. 16.8).

Построенная матрица содержит ценную информацию об об-
ласти допустимых решений. Если, например, два столбца похожи
друг на друга (кроме единиц), то это значит, что соответствующие
критерии сильно зависимы, так как изменения всех других кри-
териев одинаково влияют на эти два. Наоборот, резкое различие
столбцов свидетельствует о противоречивости критериев.



84 Глава 16. Принятие решений при многих критериях

Таблица 16.8. Нормализованные значения критериев при очеред-
ной оптимизации по каждому из них

Оптимизируемый Значения критериев

критерий i u1(
−→
Xmax

i ) u2(
−→
Xmax

i ) · · · un(
−→
Xmax

i )

1 1 u12 · · · u1n

2 u21 1 · · · u2n

· · · · · · · · · · · · · · ·
n un1 un2 · · · 1

Шаг 2. Определение технических весов критериев.
По нормализованной матрице оптимальных значений вычисля-
ются веса критериев. Поскольку веса не задаются ЛПР, а вычис-
ляются, они называются техническими.

Обозначим через aj среднее значение элементов (кроме еди-
ничных) j-го столбца

aj =
1

n− 1

n∑
i=1

(i�=j)

uij . (16.7)

Тогда технические веса критериев wj определятся из системы ли-
нейных уравнений

wj

w1
=

1 − aj

1 − a1
, j = 2, . . . , n,

n∑
j=1

wj = 1.
(16.8)

Значения весов можно понимать как индексы внимания к соот-
ветствующим критериям. Действительно, если все элементы j-го
столбца близки к единице, то при оптимизации по другим крите-
риям значение данного критерия близко к наилучшему, откуда aj
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становится близким к единице, а wj — к нулю. Такому критерию
не следует уделять много внимания. Наоборот, критерий, силь-
но зависящий от других критериев (aj мало), достоин бо́льшего
внимания.

Шаг 3. Оптимизация функции ценности. Проводится ли-
нейная свертка частных критериев с вычисленными технически-
ми весами. Обобщенный критерий (функция ценности) при этом
имеет вид

u(
−→
X ) =

n∑
j=1

wjuj(
−→
X ) =

⎛
⎝ n∑

j=1

wj
−→c j

⎞
⎠T

−→
X → max . (16.9)

Далее производится максимизация функция ценности на множе-
стве допустимых решений. Полученное оптимальное решение

−→
X ∗

предъявляется ЛПР вместе со значениями всех критериев, соот-
ветствующих этому решению:

−→u ∗ =
(
u1(

−→
X ∗), . . . , un(

−→
X ∗)

)T
.

Ф а з а а н а л и з а

Шаг 4. Проверка на окончание работы. ЛПР анализиру-
ет вектор значений критериев −→u ∗, найденный при оптимизации
по обобщенному критерию (16.9). Если все его компоненты имеют
удовлетворительные значения, то решение получено.

Шаг 5. Задание порога. Если нет, то ЛПР указывает один
критерий uk с худшим по его мнению значением и назначает для
него минимальный порог hk, по достижении которого значение
критерия считается приемлемым:

uk(
−→
X ) = −→c T

k

−→
X � hk. (16.10)

Условие (16.10) добавляется к совокупности ограничений
(16.6), определяющих область допустимых значений переменных.
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На этом фаза анализа заканчивается. Следующая итерация
начинается с фазы расчетов при новой области допустимых зна-
чений и т. д. При достижении удовлетворительных для ЛПР зна-
чений по всем критериям процедура останавливается.

П р и м е р. Минимальное число критериев, при котором
имеет смысл демонстрировать метод STEM, равно трем. Поэтому
наш содержательный пример о многоцелевом плане производства
мебели следует расширить введением еще одного критерия, неза-
висимого от первых двух.

Предположим, что продукция первого вида (столы) поставля-
ется на экспорт. Хотя на прибыли это и не сказывается, компа-
ния из стратегических соображений заинтересована в увеличении
производства таких изделий. С учетом сказанного планирование
выпуска продукции описывается следующей задачей многоцеле-
вого линейного программирования:

u1(x1, x2) = 8x1 +6x2 → max,
u2(x1, x2) = −10x1 −5x2 → max,
u3(x1, x2) = x1 → max,

10x1 +5x2 � 50,
6x1 +9x2 � 54,
x1, x2 � 0.

(16.11)

И т е р а ц и я 1

Ш а г 1. Проводя поочередно оптимизацию на максимум и
минимум по всем трем частным критериям, исследуем область
допустимых решений. Результаты сводим в таблицу, ее строки со-
ответствуют критериям, по которым производится оптимизация,
столбцы — значениям остальных критериев в точке частного оп-
тимума:
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i Оптимизация Значения критериев

umax
i umin

i

−→
Xmax

i u1(
−→
Xmax

i ) u2(
−→
Xmax

i ) u3(
−→
Xmax

i )

1 48 0 (3, 4)T 48 –50 3

2 0 –50 (0, 0)T 0 0 0

3 5 0 (5, 0)T 40 –50 5

Нормализуем полученные значения критериев, после чего вычис-
ляем aj — средние по столбцам нормализованные значения:

i Значения критериев

u1(
−→
Xmax

i ) u2(
−→
Xmax

i ) u3(
−→
Xmax

i )

1 1 0 0.6

2 0 1 0

3 0.833 0 1

aj 0.417 0 0.3

Ш а г 2. Для нахождения технических весов критериев со-
ставляем уравнения:

w2 =
1 − a2

1 − a1
w1 = 1.714w1,

w3 =
1 − a3

1 − a1
w1 = 1.2w1,

w1 + w2 + w3 = 1,

откуда w1 = 0.255, w2 = 0.438, w3 = 0.307.

Ш а г 3. Сворачивая все три критерия с полученными техни-
ческими весами, получаем функцию ценности

f(x1, x2) =(0.255 · 8 − 0.438 · 10 + 0.307 · 1)x1+
+ (0.255 · 6 − 0.438 · 5 + 0.307 · 0)x2 =
= −2.029x1 − 0.657x2. (16.12)
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Решая задачу линейного программирования с целевой функ-
цией (16.12) и ограничениями (16.11), получаем

−→
X ∗ = (0, 0)T . Вы-

числяем значения критериев в этой точке и предъявляем их ЛПР
вместе с идеальными значениями, полученными при оптимизации
по частным критериям:

Значения u1 (прибыль) u2 (отходы) u3 (экспорт)
Идеальные 48 0 5

В точке
−→
X ∗ 0 0 0

Ш а г 4. ЛПР, анализируя полученное решение, соответствую-
щее отказу от производства, считает его неприемлемым. Наиболь-
шее неудовлетворение вызывает критерий u1 (нулевая прибыль).

Ш а г 5. Для того чтобы установить подходящий порог h1,
рекомендуется рассчитать несколько вариантов оптимизации при
различных значениях порога по данному критерию. С этой целью
к исходным ограничениям задачи добавляется дополнительное не-
равенство

u1(x1, x2) = 8x1 + 6x2 � h1

и решается несколько вариантов задач максимизации с функци-
ей ценности (16.12) при добавленном ограничении. Получаются
следующие результаты:

Значения u1 (прибыль) u2 (отходы) u3 (экспорт)
Идеальные 48 0 5

При h1 = 20 20 –16.67 0
При h1 = 24 24 –20 0
При h1 = 30 30 –25 0
При h1 = 36 36 –30 0

В качестве компромиссного значения ЛПР выбирает порог
h1 = 30, при котором прибыль удовлетворительна и величина от-
ходов не слишком высока.

На этом итерация заканчивается. Новое множество допусти-
мых решений определяется неравенствами
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10x1 +5x2 � 50,
6x1 +9x2 � 54,
8x1 +6x2 � 30,
x1, x2 � 0.

(16.13)

И т е р а ц и я 2

Ш а г 1. Результаты исследования множества допустимых
решений (16.13) приведены ниже. Матрица значений критериев
уже нормализована.

i Оптимизация Нормализованные значения критериев

umax
i umin

i

−→
Xmax

i u1(
−→
Xmax

i ) u2(
−→
Xmax

i ) u3(
−→
Xmax

i )

1 48 30 (3, 4)T 1 0 0.6

2 –25 –50 (0, 5)T 0 1 0

3 5 0 (5, 0)T 0.555 0 1

Ш а г 2. По матрице значений критериев получаем техниче-
ские веса (подробные выкладки опускаем)

w1 = 0.2982, w2 = 0.4128, w3 = 0.2890.

Ш а г 3. Функция ценности

f(x1, x2) = −1.45413x1 − 0.27523x2. (16.14)

На рис. 16.13, a заливкой показана область допустимых ре-
шений на данной итерации. По сравнению с исходной (см. рис.
16.2, а) она сократилась за счет введения дополнительного огра-
ничения u1(x1, x2) = 8x1 +6x2 � 30. Максимизация функции цен-
ности (16.14) при данных ограничениях дает оптимальное реше-
ние

−→
X ∗ = (0, 5)T . Его оценки по всем критериям на фоне идеаль-

ного решения приведены ниже:
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Значения u1 (прибыль) u2 (отходы) u3 (экспорт)
Идеальные 48 0 5

В точке
−→
X ∗ 30 –25 0

Рис. 16.13. Область допустимых решений на второй (а) и тре-
тьей, заключительной, итерации (б ) метода STEM в примере
о многоцелевом производственном плане. Показаны дополни-
тельные ограничения, направления возрастания частных кри-

териев и обобщенного критерия (функции ценности)

Ш а г 4. ЛПР, анализируя полученное решение, опять считает
его неприемлемым из-за неудовлетворительного значения крите-
рия u3 (нулевой экспорт).

Ш а г 5. Для того чтобы установить подходящий порог h3,
добавим к ограничениям дополнительное неравенство

u3(x1, x2) = x1 � h1

и максимизируем (16.13), варьируя h1. Результаты расчетов сле-
дующие:
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Значения u1 (прибыль) u2 (отходы) u3 (экспорт)
Идеальные 48 0 5

При h3 = 2 30 –31.67 2
При h3 = 3 30 –35 3
При h3 = 4 32 –40 4

Рассмотрев представленные варианты, ЛПР выбирает h3 = 3. Но-
вое множество допустимых решений определяется неравенствами

10x1 +5x2 � 50,
6x1 +9x2 � 54,
8x1 +6x2 � 30,
x1 � 3,

x1, x2 � 0.

(16.15)

И т е р а ц и я 3

Ш а г и 1–3 (выкладки опускаем). Исследование области до-
пустимых решений (16.15) дает такие результаты:

i Оптимизация Нормализованные значения критериев

umax
i umin

i

−→
Xmax

i u1(
−→
Xmax

i ) u2(
−→
Xmax

i ) u3(
−→
Xmax

i )

1 48 30 (3, 4)T 1 0 0

2 –35 –50 (3, 1)T 0 1 0

3 5 3 (5, 0)T 0.555 0 1

Отсюда технические веса критериев

w1 = 0.2653, w2 = 0.3673, w3 = 0.3673,

функция ценности на данной итерации

f(x1, x2) = −1.18367x1 − 0.2449x2. (16.16)
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Графическая иллюстрация процесса ее максимизации при
ограничениях (16.15) приведена на рис. 16.13, б. Видим, что об-
ласть допустимых решений по сравнению с предыдущей итераци-
ей еще сократилась за счет ограничения u3(x1, x2) = x1 � 3.

Оптимальное решение на данной итерации
−→
X ∗ = (3, 1)T , т. е.

план производства предполагает выпуск 3 (тысяч), столов и 1 (ты-
сячи) стульев. Его оценка по трем критериям вместе с идеальным
вариантом представляется ЛПР:

Значения u1 (прибыль) u2 (отходы) u3 (экспорт)
Идеальные 48 0 5

В точке
−→
X ∗ 30 -35 3

Ш а г 4. Рассмотрев представленное компромиссное решение,
ЛПР считает его удовлетворительным. Работа алгоритма завер-
шена. �

Замечание. Приведенный вариант метода STEM имеет тот недо-
статок, что множество допустимых решений сжимается после каждой
итерации, поэтому у ЛПР нет права на ошибку. Существует модифи-
кация метода [15, с. 113], разработанная американским профессором
Д. Лауксом из Корнелльского университета, лишенная этого недостат-
ка. С помощью модифицированного метода была решена, в частности,
задача оптимального проектирования водохозяйственной системы в од-
ной африканской стране.

16.7. Многомерная теория ценности

Рассмотренные нами человеко-машинные процедуры много-
критериального анализа (ELECTRE, STEM) несмотря на всю
практическую полезность очень слабо обоснованы теоретически.
В связи с этим, начиная с 1960-х гг. (см. исторические замечания в
конце главы) активно развивается другая ветвь многокритериаль-
ного анализа — многомерная теория ценности (Multiple-Attribute
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Value Theory — MAVT). Она основывается на строгом аксиома-
тическом подходе, при этом свертка критериев осуществляется
неявным образом на основе некоторых общих предположений о
структуре предпочтений ЛПР и активного диалога с ним.

Доступное изложение этой теории, иллюстрированное прак-
тическими примерами, содержится в классической книге Кини
и Райфы [11], более строгое математическое обоснование можно
найти в монографии Фишберна [29].

Замечание. Еще раз вернемся к терминологии (см. замечание на
с. 71). В ранних работах по многокритериальному анализу (1960-е гг.)
понятие полезность (utility) применялось по отношению к задачам при-
нятия решений как при определенности, так и при риске. Многомерная
теория полезности (Multi-Attribute Utility Theory — MAUT) охваты-
вала оба случая, при необходимости делались уточнения. Например, у
Фишберна соответствующие главы назывались «Полезности без веро-
ятностей» и «Теория ожидаемой полезности». Кини и Райфа в своей
книге, написанной в 1976 г., предложили развести эти понятия, назвав
полезность без вероятностей ценностью (value). Большинство совре-
менных авторов приняло предложение, однако часто встречается и ста-
рая терминология, в этом случае полезность в условиях определенности
следует понимать как ценность.

Замещения и кри-
вые безразличия

Центральным понятием многокритериаль-
ной теории ценности является пришедшее
из политэкономии понятие замещения по

ценности (value trade-off)10 или просто замещения.
Проиллюстрировать его можно на примере задачи с двумя

критериями u1, u2, которые мы для простоты обозначим буквами
x = u1 и y = u2. На рис. 16.14, а представлено двумерное критери-
альное пространство, в котором положительные направления ко-
ординатных осей соответствуют улучшению оценки. В основе тео-

10Trade-off (встречается также слитное или раздельное написание) — компро-
мисс. В профессиональном языке означает ситуацию, когда за счет уступки
по одному свойству можно получить выгоду по другому.
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рии лежит предположение, что л ю б о е приращение по одному
критерию в с е г д а может быть скомпенсировано путем некото-
рой уступки по другому. Пусть имеется точка A, имеющая оценки
(x0, y0), и мы хотим увеличить оценку по второму критерию на
величину Δy. Тогда найдется такая уступка Δx, что точка A по
мнению ЛПР эквивалентна по ценности точке B, этот факт мы
будем обозначать выражением (x0, y0) ∼ (x0−Δx, y0+Δy). Произ-
водя всевозможные замещения от исходной точки, получим мно-
жество точек критериального пространства, которые эквивалент-
ны ей по ценности, они образуют кривую безразличия (indifference
curve). Точки, лежащие на разных кривых безразличия, имеют
разную ценность.

Рис. 16.14. Замещение по ценности (a) и кривые безразличия (б )
для двух критериев

Кривые безразличия можно понимать как изолинии двумер-
ной функции ценности f(x, y), согласованной с предпочтениями
ЛПР. Под согласованностью следует понимать выполнение соот-
ношения

(x, y) � (x′, y′) ⇔ f(x, y) � f(x′, y′).

В принципе можно построить сколько угодно различных
функций, имеющих одно и то же семейство изолиний, все они
стратегически эквивалентны.
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Понятие кривых безразличия естественным образом распро-
страняется на случай трех и более критериев, при этом следует
говорить о поверхностях безразличия и многомерных функциях
ценности f(u1, . . . , un).

Возможны несколько подходов к практическому построению
функций ценности:

• непосредственное применение идеи замещения и восстанов-
ление вида функции ценности по значениям в ряде точек.
При таком подходе для получения достаточного числа от-
счетов эксперту придется отвечать на нереально большое
количество вопросов;

• априорное задание некоторых свойств структуры предпо-
чтений, которые разумны с точки зрения практики и кото-
рые в то же время приводят к удобным функциям ценности.

Учитывая потенциальные преимущества второго подхода, уси-
лия ученых, работающих в данном направлении, были направле-
ны на поиск условий, обеспечивающих существование простых и
интуитивно понятных, прежде всего аддитивных, функций цен-
ности.

Определение. Структура предпочтений называется адди-
тивной, если существует согласованная с ней аддитивная функ-
ция ценности

f(u1, . . . , un) =
n∑

j=1

fj(uj).

Общая теория аддитивных функций ценности (additive
conjoint measurement theory) представляет собой достаточно слож-
ный и абстрактный раздел математической психологии, однако в
случае двух критериев удается получить наглядное геометриче-
ское условие аддитивности предпочтений.
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Аддитивная
функция ценности
для двух критериев

Пусть число критериев равно двум, обо-
значим их через x и y. Тогда аддитивная
функция ценности может быть записана в
виде

f(x, y) = fx(x) + fy(y).

Ключевым понятием для рассматриваемого случая являет-
ся условие соответственных замещений (УСЗ). Его достаточ-
но сложно определить аналитически, зато легко проиллюстриро-
вать на картинке (рис.16.15). Рассмотрим четыре точки A,B,C,D
в критериальном пространстве. Пусть уступка на величину a
по критерию x из точки A = (x1, y1) дает по критерию y вы-

?

Рис. 16.15. Геометрическая иллюстрация условия соответственных
замещений для двух критериев

игрыш b. Та же уступка при другом значении y = y2 (точка
B = (x1, y2)) дает выигрыш c. С другой стороны, тот же выиг-
рыш b по критерию y, но при другом значении критерия x = x2

(точка C = (x2, y1)) достигается уступкой d.
Если при этом в точке D = (x2, y2) уступка d по x дает т о т

ж е с а м ы й выигрыш c по y и это равенство сохраняется при
любых x1, x2, y1, y2, a, b, c, d, то говорят, что выполняется условие
соответственных замещений.
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Теорема (Льюса — Тьюки). Структура предпочтений ад-
дитивна, т. е. аддитивная функция ценности f(x, y) = fx(x)+
+fy(y) существует тогда и только тогда, когда выполняется
условие соответственных замещений.

Доказательство необходимости. Пусть функция ценности ад-
дитивна, т. е. f(x, y) = fx(x) + fy(y). Докажем, что выполняется
условие соответственных замещений.

Обратимся снова к рис. 16.15. Рассмотрим точку A = (x1, y1)
и точку (x1 − a, y1 + b), полученную замещением уступки по од-
ному критерию на выигрыш по другому. Они эквивалентны по
ценности, т. е. имеют одинаковое значение функции ценности:
f(x1, y1) = f(x1 − a, y1 + b). Отсюда с учетом аддитивности

для точки A: fx(x1) + fy(y1) = fx(x1 − a) + fy(y1 + b),

аналогично

для точки B: fx(x1) + fy(y2) = fx(x1 − a) + fy(y2 + c);
для точки C: fx(x2) + fy(y1) = fx(x2 − d) + fy(y1 + b).

Складывая второе и третье равенство и вычитая первое, получа-
ем, что для точки D

fx(x2) + fy(y2) = fx(x2 − d) + fy(y2 + c). �

Доказательство достаточности, т. е. существования адди-
тивной функции ценности будет конструктивным, мы предложим
пошаговый алгоритм ее построения.

Итак, пусть выполняется условие соответственных замещений.
Рассмотрим двумерное критериальное пространство (рис. 16.16).

Шаг 0. Пусть x0, y0 — наименьшие значения оценок соответ-
ствующих критериев. Положим f(x0, y0) = fx(x0) = fy(y0) = 0.

Шаг 1. Выберем произвольное x1 > x0, положим fx(x1) = 1.
Шаг 2. Попросим эксперта указать y1 такое, что (x1, y0) ∼

∼ (x0, y1). Знак «∼» обозначает эквивалентность по ценности, при
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Рис. 16.16. Иллюстрация доказательства достаточности
в теореме Льюса — Тьюки

этом мы предполагали, что соответствующее замещение можно
сделать всегда. Положим fy(y1) = 1.

Шаг 3. Попросим эксперта указать x2, и y2 такие, что
(x2, y0) ∼ (x1, y1) ∼ (x0, y2). Положим fx(x2) = fy(y2) = 2.

Шаг 4. Попросим эксперта указать x3, y3 такие, что (x2, y1) ∼
∼ (x3, y0) и (x0, y3) ∼ (x1, y2). Положим fx(x3) = fy(y3) = 3.

Шаг 5. Настала пора применить условие соответственных за-
мещений. Для удобства показаны точки, соответствующие тако-
вым на рис. 16.15. Из сравнения рисунков становится видно, что
(x2, y1) ∼ (x1, y2), эта эквивалентность выделена жирной штрихо-
вой линией.

Далее шаги кусочно-линейного приближения кривых безраз-
личия и построения одномерных функций ценности в точках
x0, x1, x2, . . . ; y0, y1, y2, . . . (рис. 16.17) продолжаются до тех пор,
пока не будут достигнуты наибольшие возможные значения оце-
нок по критериям, при этом по самому способу построения на всех
узлах сетки выполняется свойство аддитивности функции ценно-
сти. В заключение построенные по дискретным точкам функции
fx(x) и fy(y) следует сгладить, проведя некоторым способом ин-
терполирующую кривую. �



16.7. Многомерная теория ценности 99

Замечание. Приведенное доказательство достаточности является
скорее иллюстративным, чем корректным, так как аддитивность функ-
ции ценности показывается только на целочисленном множестве значе-
ний. Разумеется, авторы теоремы, являющиеся высокопрофессиональ-
ными математиками, использовали другое, безупречное с точки зрения
логики доказательство, однако применяемый при этом математический
аппарат выходит далеко за пределы нашего курса.

Рис. 16.17. Сглаживание одномерных функций ценности

Метод половинного
деления по ценности

Способ построения одномерных функ-
ций ценности, использованный в теоре-
ме Льюса — Тьюки, в принципе, может

быть применен и для практических целей, однако он также тре-
бует задания таких вопросов эксперту, на которые непросто от-
ветить. Значительно более удобным представляется излагаемый
ниже альтернативный метод, применимый в двухкритериальных
задачах.

Выберем один из двух критериев, например x. Пусть интервал
изменения этого критерия [x0, x1].

Определение. Средней по ценности точкой интервала
[x0, x1] называется точка x0.5, такая, что переход от x0 к x0.5

требует такой же компенсации со стороны второго критерия,
как и переход от x0.5 к x1.

Заметим, что в самом этом определении неявно содержится
требование выполнения условия соответственных замещений, так
как точка x0.5 предполагается неизменной п р и л ю б ы х y,
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например при y1 и y2 на рис. 16.18. Сравнивая этот рисунок с
рис. 16.15, находим точки A,B,C,D и убеждаемся в выполнении
УСЗ.

Рис. 16.18. Иллюстрация независимости средней по ценности
точки от значения второго критерия при выполнении условия

соответственных замещений

Метод половинного деления по ценности реализуется следую-
щим алгоритмом.

Этап 1. Построение функции fx(x).

• Определяется наименьшее x0 и наибольшее x1 значения по
критерию x. Принимается fx(x0) = 0, fx(x1) = 1.

• Находится средняя по ценности точка x0.5 интервала [x0, x1].
Принимается fx(x0.5) = 0.5.

• Находится средняя по ценности точка x0.75 интервала
[x0.5, x1]. Принимается fx(x0.75) = 0.75.

• (Для контроля) находится средняя по ценности точка ин-
тервала [x0.25, x0.75]. Проверяется, равна ли она x0.5?

• Строится и сглаживается график fx(x).
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Этап 2. Построение функции fy(y). Этап выполняется ана-
логично предыдущему.

Этап 3. Агрегирование функций fx(x) и fy(y). Аддитив-
ная функция ценности f(x, y) строится в виде

f(x, y) = λfx(x) + (1 − λ)fy(y).

Для определения шкалирующего коэффициента λ нужно:

• попросить эксперта указать две любые равноценные точки
(x′, y′) ∼ (x′′, y′′);

• найти λ из уравнения

λfx(x′) + (1 − λ)fy(y′) = λfx(x′′) + (1 − λ)fy(y′′).

П р и м е р. Применим метод половинного деления по цен-
ности к задаче покупки подержанного автомобиля (см. с. 42). Так
как метод применим только для двухкритериальных задач, отка-
жемся от показателя «год выпуска автомобиля» и будем сравни-
вать варианты только по цене (обозначим этот критерий буквой x)
и пробегу y.

Функцию ценности денег с некоторым приближением можно
считать линейной (на самом деле она ведет себя несколько по-
иному, этим вопросом мы будем специально заниматься в следу-
ющей главе). Положив границы диапазона цены x0 = 0, x1 = 150,
строим одномерную функцию ценности критерия «цена» fx(x)
(рис. 16.19, a). Разумеется, полезность цены линейно убывает с
ее возрастанием.

Перейдем к анализу критерия «пробег». Принимая предель-
ную величину пробега отечественных «Жигулей» в 200 тыс. км,
устанавливаем граничные значения y0 = 0, y1 = 200, fy(0) = 1,
fy(200) = 0. Для нахождения средней по ценности точки y0.5

диапазона [0, 200] эксперт должен назвать величину пробега, при
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Рис. 16.19. Одномерные функции ценности критериев «цена» (а)
и «пробег» (б ) для примера о покупке подержанного автомобиля

которой цена подержанного автомобиля данной модели составля-
ет половину цены нового. Мои знакомые автомобилисты, к ко-
торым я обращался с таким вопросом, обычно называли цифру,
близкую к 50 тыс. км. Еще вдвое цена подержанного автомобиля
уменьшается примерно при 100 тыс. км пробега. Таким образом,
y0.5 = 50, y0.75 = 100, и мы имеем четыре экспериментальных точ-
ки, через которые можно провести гладкую кривую (рис 16.19, б ).

Для агрегирования двух одномерных функций ценности в од-
ну двумерную нужно указать две, желательно резко различающи-
еся альтернативы, примерно эквивалентные по ценности. Ответ,
разумеется, зависит от вкусов конкретного ЛПР. Если условно
считать, что противоположности сходятся и почти новый автомо-
биль с пробегом 20 тыс. км стоимостью 150 тыс. руб. равноценен
сильно подержанному с пробегом 100 тыс. км и ценой 50 тыс. руб.,
то это предположение можно записать в виде эквивалентности
(150, 20) ∼ (50, 100). Отсюда имеем уравнение для шкалирующе-
го коэффициента λ:

λfx(150) + (1 − λ)fy(20) = λfx(50) + (1 − λ)fy(100).
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Подставляя fx(150) = 0, fx(50) = 0.67, fy(20) ≈ 0.79, fy(100) = 0.25,
получаем λ ≈ 0.45. С учетом этого можно вычислить значе-
ния функции ценности для всех предлагаемых 12 вариантов
(табл. 16.9). Наибольшую ценность имеет вариант 6. �

Таблица 16.9. Двумерная функция ценности для примера
о покупке подержанного автомобиля

Вариант Цена x, Пробег y, fx(x) fy(y) f(x, y)
тыс. руб. тыс. км

1 60 87 0.60 0.30 0.44
2 79 80 0.47 0.32 0.39
3 105 100 0.30 0.25 0.27
4 75 86 0.50 0.29 0.38
5 95 118 0.37 0.20 0.28
6 85 44 0.43 0.53 0.49
7 70 100 0.53 0.25 0.38
8 83 73 0.45 0.35 0.39
9 70 114 0.53 0.22 0.36
10 75 155 0.50 0.12 0.29
11 80 70 0.47 0.37 0.41
12 55 120 0.63 0.18 0.38

Аддитивность
для трех и более
критериев

Полученные выше результаты могут быть
обобщены на случай, когда число критериев
больше двух, при этом роль условия соответ-
ственных замещений играет условие незави-

симости по предпочтению. В частности, для трех критериев, ко-
торые мы обозначим x, y, z, имеют место следующие определения
и утверждения.

Определение. Альтернатива (x′, y′) условно предпочти-
тельнее альтернативы (x′′, y′′) при заданном z, если (x′, y′, z)
предпочтительнее (x′′, y′′, z).
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Определение. Пара критериев (x, y) независима по предпо-
чтению от z, если условные предпочтения в пространстве (x, y)
не зависят от значения z.

Теорема (Дебрё). Функция ценности может быть пред-
ставлена в аддитивном виде f(x, y, z) = fx(x) + fy(y) + fz(z) то-
гда и только тогда, когда пара критериев (x, y) не зависит по
предпочтению от z; (x, z) не зависит по предпочтению от y;
(y, z) не зависит по предпочтению от x.

Доказательство этой теоремы и ее обобщения на большее чем
три число критериев см. в [11, с. 106].

16.8. Исторические замечания

Над проблемой принятия решений при наличии противоречи-
вых целей размышляли многие великие умы. В качестве примера

Портрет Б. Франклина на 100-долларовой
банкноте

можно привести рас-
суждения на эту тему
выдающегося ученого и
политического деятеля,
одного из отцов-
основателей США и
авторов американской
Конституции Бенджа-
мина Франклина
(Franklin, Benjamin;

1706 – 1790). За открытия в области электричества и полезные
изобретения он приобрел мировую известность, был избран чле-
ном академий многих стран, в том числе Петербургской. Заслуги
Франклина перед нацией столь велики, что, хотя он никогда
не был президентом, его портрет украшает самую крупную
американскую банкноту.

В письме (1772 г.) своему другу Джозефу Пристли Франклин
приводит следующий алгоритм: «...Беру лист бумаги и делю его
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на две одинаковые колонки, одну из которых озаглавливаю “за”,
а другую — “против”. Затем в течение нескольких дней я вно-
шу в обе колонки те соображения, которые приходят мне на ум
во время размышлений по поводу проблемы, которую мне нуж-
но решить. Когда все “за” и “против” выстраиваются у меня на
одном листке, я начинаю взвешивать основательность каждого
аргумента. Если один аргумент “за” оказывается равным по ве-
су двум аргументам “против”, я вычеркиваю все три аргумента.
Продвигаясь таким образом по списку, я в конце концов получаю
остаток. Если в течение двух или трех дней к списку аргументов
не прибавится ничего нового и соотношение “за” и “против” оста-
нется тем же самым, я прихожу к соответствующему решению.
Таким образом я могу принять более обоснованное решение и уж
точно никогда не делаю промаха...»

∗ ∗ ∗
Количественный анализ многокритериальных решений имеет

исторические корни в политэкономии. В последней трети XIX ве-
ка там возникло так называемое неоклассическое направление,
поставившее задачу объяснить основные явления рыночной эко-
номики рациональным поведением отдельных производителей и
потребителей, их стремлением получить максимум полезности
или удовольствия. Среди неоклассиков выделялась математиче-
ская школа, которая старалась описать рациональное поведение
не только качественно, но и количественно.

Видными представителями математической школы, имена ко-
торых остались в истории науки за пределами экономики, бы-
ли Френсис Эджворт и Вильфредо Парето, жившие практи-
чески одновременно на противоположных концах европейского
континента.

Английский экономист Френсис Эджворт (Edgeworth,
Francis; 1845–1926) родился в Ирландии и получил образование
в области античных и современных языков. Математику освоил
самостоятельно и стал активно применять ее в общественных на-
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уках. Работал профессором политической экономии в Лондоне и
Кембридже, с 1891 г. до конца жизни являлся первым редактором
«Экономического журнала».

В книге «Математическая физика: очерки по применению ма-
тематики в этических науках», опубликованной в 1881 г., Эджворт
ввел понятия безразличия и доминирования для ситуаций с дву-
мя свойствами, при этом он основывался на понятии полезности
(ценности), имевшимся в трудах одного из основателей матема-
тической школы Уильяма Джевонса (Jevons, William Stanley;
1835–1882).

Итальянский экономист и социолог Вильфредо Парето
(Pareto, Vilfredo; 1848–1923) родился в Париже в семье эмигриро-
вавшего итальянского маркиза, впоследствии вернувшейся в Ита-
лию. Получив инженерное образование в Туринском политехни-
ческом институте, Парето двадцать лет проработал на производ-
стве, занимая руководящие должности в железнодорожной и ме-
таллургической компаниях. В начале 1890-х гг. он резко изменил
профиль своей деятельности, переехал в Швейцарию, где до кон-

Френсис Эджворт Вильфредо Парето

ца жизни был профессором политической экономии Лозаннско-
го университета, сменив на этом посту классика математической
школы Леона Вальраса (Walras, Marie-Ésprit-Léon; 1834–1910).
В последний год жизни Парето к власти в Италии пришли фа-
шисты. Их вождь Бенито Муссолини считал себя учеником про-
фессора, в связи с чем тот был удостоен звания сенатора Италии.
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Парето, в принципе, поддержал фашистский режим, но призвал
его быть либеральным и не ограничивать академических свобод.

Парето заложил основы экономики благосостояния и ввел по-
нятие оптимума Парето как состояния, которое не может быть
улучшено ни одним из участников экономики без ухудшения поло-
жения других. В «Учебнике политической экономии», вышедшей
в 1906 г., Парето нарисовал кривые безразличия и обобщил поня-
тие недоминируемости Эджворта на произвольное число крите-
риев.

∗ ∗ ∗
Теория полезности (ценности), развивающая идеи матема-

тической неоклассической школы, вплоть до второй половины
XX века существовала как чисто теоретический раздел математи-
ческой экономики. Мечта любого математика — построить теорию
строго аксиоматически, основываясь на небольшом числе «разум-
ных» постулатов и формальных правилах вывода.

Впервые аксиоматический подход к полезности был осуществ-
лен Джоном фон Нейманом и Оскаром Моргенштерном,
он изложен в их классической монографии «Теория игр и эко-
номическое поведение», изданной в 1944 г. Поскольку их теория
ориентирована в основном на принятие решений при риске, мы
расскажем об этих выдающихся ученых в следующей главе (см.
с. 201). Книга фон Неймана и Моргенштерна послужила мощным
стимулом к появлению множества работ высочайшего математи-
ческого уровня, в которых рассматривались различные аспекты
теории полезности. В частности, ряд фундаментальных результа-
тов получен американским математиком французского происхож-
дения, Нобелевским лауреатом 1983 г. по экономике Жераром
Дебрё (Debreu, Gérard; 1921–2004).

В конце 1950-х гг. интерес к абстрактной теории полезности
возрос и по практической причине: в послевоенное время эко-
номика развитых капиталистических стран переживала бурный
рост, стало формироваться общество потребления. В современ-
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ном постиндустриальном обществе только треть от всех произ-
водимых товаров предназначены для удовлетворения реальных,
жизненно важных потребностей людей, а остальная часть в ос-
новном относится к необязательной группе (новые модные модели
одежды, электроники, бытовой техники и т. п.). В условиях оже-
сточенной рыночной конкуренции проблемой становится не столь-
ко производство, сколько продажа товаров. Отсюда повышенный
интерес к исследованию покупательского поведения, ибо покупка
конкретного товара — это типичный процесс выбора одной аль-
тернативы из нескольких по совокупности критериев (цена, тех-
нические характеристики, надежность, авторитет производителя
и др.). В процессе принятия сложного решения существенными
являются не только экономические, но и чисто психологические
факторы, поэтому многомерная теория ценности стала погранич-
ной между математической экономикой и математической психо-
логией, к ее разработке подключились известные психологи.

В 1964 г. вышла основополагающая статья11, написанная аме-
риканским математиком и психологом Дунканом Льюисом, о
котором мы говорили в предыдущей главе (см. с. 35), и стати-
стиком Джоном Тьюки (Tukey; John Wilder 1915–2000)12. В ней
на примере двух критериев излагалась теория построения адди-
тивной функции ценности (см. с. 96), которую авторы назвали
совместным измерением (conjoint measurement). Эта теория ря-
дом авторов впоследствии была распространена на бо́льшее чис-
ло измерений, выявлены условия существования аддитивных (или
мультипликативных) многомерных функций ценности.

Несмотря на математическую стройность, многокритериаль-
ная теория ценности долгое время считалась чисто теоретиче-
ской, малопригодной для практического использования. Ситуа-
ция изменилась благодаря книге «Принятие решений при многих

11Luce R.D., Tukey J.W. Simultaneous conjoint measurement: A new type of
fundamental measurement // Journal of Mathematical Psychology. 1964. No 1.
P. 11-27.

12Считается, что Джон Тьюки кроме всего прочего придумал термины
«software» и «bit».
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критериях: предпочтения и замещения» [11], написанной в 1976 г.
крупнейшим американским специалистом в области исследования
операций Ховардом Райфой и его учеником Ральфом Кини.

Ховард Райфа (Raiffa, Howard; р. 1924) родился и вырос
в Нью-Йорке во время Великой депрессии. Отец в 1912 г. эми-
грировал из России (территория нынешней Белоруссии), мать —
американка. Получил степень бакалавра математики, магистра
статистики и доктора философии по математике в Мичиганском
университете. С 1957 г. профессор (после выхода на пенсию в
1994 г. — почетный профессор) Гарвардского университета.

Ховард Райфа Ральф Кини

Райфа внес исключительно большой вклад в системный ана-
лиз и исследование операций, автор многих классических, напи-
санных с литературным блеском книг, в том числе упоминавшей-
ся ранее и ставшей культовой для старшего поколения книги [16],
написанной совместно с Дунканом Льюсом. Удостоен множества
почетных званий и наград, член Национальной академии наук.
Один из основателей и первый директор образованного в 1972 г.
в г. Лаксенбург (Австрия)Международного института приклад-
ного системного анализа (International Institute of Applied Systems
Analysis — IIASA).

Ральф Кини (Keeney, Ralph; р. 1939) — известный специа-
лист по теории решений, профессор престижного частного Уни-
верситета Дьюка (Duke University), Северная Каролина, США.
По базовому образованию инженер-электротехник (Калифорний-



110 Глава 16. Принятие решений при многих критериях

ский университет в Лос-Анжелесе, Массачусетсский технологи-
ческий институт — МТИ). Работал в Bell Telephone Laboratories,
ряд лет преподавал в МТИ. Большой энтузиаст теории многомер-
ной ценности и полезности, в развитие которой он внес большой
теоретический вклад. Кроме того, Кини получил богатый практи-
ческий опыт, занимаясь консультированием крупных фирм и мас-
штабных проектов, в том числе строительства аэропортов, элек-
тростанций, природоохранных объектов.

В книге Кини и Райфы, выгодно отличающейся от предше-
ствующих математических публикаций доступным уровнем изло-
жения, излагаются не только основы теории, но и практические
результаты, полученные авторами при решении реальных задач
принятия сложных решений, например, при выборе места для
строительства аэропорта в Мехико. Эта книга стала учебником и
настольной книгой для многих поколений студентов, изучающих
многокритериальный анализ.

В последнее время анализ решений с помощью построения
многомерных функций ценности стал применяться не только к
исследованию операций в сфере производства и строительства,
но и в маркетинге для исследования структуры потребительских
предпочтений, причем вместе с термином совместное оценивание
используется и прямая транслитерация — конджойнт-анализ13 .

∗ ∗ ∗

Параллельно с процессом построения сложных аксиоматиче-
ских теорий рационального поведения, в 1960-е гг. стало форми-
роваться чисто практическое направление многокритериального
анализа, основанное на простых и наглядных, пусть и не безупреч-
ных с точки зрения чистой математики, эвристических предпо-
сылках. Большую роль в его становлении сыграла французская

13Захарова Т. А. Метод совместного анализа (конджойнт-анализ). Инноваци-
онный подход к изучению структуры предпочтений. М.: Книжный дом Уни-
верситет, 2009. 178 с.
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Бернар Руа

научная школа, признанным лиде-
ром которой является создатель се-
мейства методов ELECTRE Бернар
Руа (Roy, Bernard; р. 1934). Науч-
ные достижения Б. Руа основаны на
большом практическом опыте. Полу-
чив ученую степень по математике
в Парижском университете, он в те-
чение 15 лет работал консультантом,
затем научным директором в компа-
нии SEMA (после образования ряда
дочерних европейских подразделений
стала называться Metra International), занимавшейся применени-
ем методов исследования операций в реальных проектах.

В настоящее время (2012 г.) Б. Руа является заслужен-
ным профессором экономического Университета Париж-Дофин
(Université Paris-Dauphine), основателем и почетным директором
Лаборатории анализа и моделирования систем для поддержки
принятия решений (Laboratoire d’Analyse et de Modélisation des
Systèmes pour l’Aide à la Décision — LAMSADE), почетным пред-
седателем Европейской рабочей группы по многокритериальным
решениям (Euro Working Group on Multicriteria Decision Aiding), в
1983–1986 гг. был президентом Европейской ассоциации обществ
по исследованию операций (Association of European Operational
Societies — EURO).

∗ ∗ ∗
Отечественная научная школа многокритериального анализа

оказалась связанной с французской, и это произошло благодаря
тому, что в 1969 г. в упомянутою выше консультативную фир-
му Metra International был направлен на стажировку молодой
перспективный научный сотрудник, будущий академик Россий-
ской академии наук и председатель Научного совета «Фундамен-
тальные проблемы искусственного интеллекта и принятия реше-
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ний при многих критериях» Олег Иванович Ларичев (1934–
2003)14. Родился Ларичев в Брянске, там пережил начало вой-
ны, эвакуацию. В 1952 г. поступил на факультет автоматики и

О. И. Ларичев

телемеханики Московского высшего тех-
нического училища им. Н.Э.Баумана
(МВТУ). Получив диплом инженера-
механика, был направлен по распределе-
нию на военный завод в город Ковров
Владимирской области.

В 1960 г. Олег Ларичев возвратился
в Москву и поступил в аспирантуру Ин-
ститута автоматики и телемеханики АН
СССР. Первые его исследования и кан-
дидатская диссертация были связаны с
теорией управления, но, попав в Париж,
он начинает работу в области принятия

решений, на многие годы определившую направление его науч-
ной деятельности. В 1970 г. совместно с французскими коллегами
он участвовал в разработке человеко-машинного метода принятия
решений STEM.

Вернувшись из Франции, Ларичев организовал научную груп-
пу, которая занялась решением теоретических и практических за-
дач в этой области. В 1976 г. защитил докторскую диссертацию, в
1979 г. вышла его первая монография «Наука и искусство приня-
тия решений» [13], имя Ларичева становится широко известным.

В 1980 г. он возглавил отдел теории и методов принятия ре-
шений Института системных исследований АН СССР (ныне Ин-
ститут системного анализа РАН). В круг его научных интересов
входят психология сознания, теория и практика построения экс-
пертных баз знаний, разработка человеко-машинных процедур
принятия решений. Работы Ларичева получают международное
признание, он становится членом международного научного Об-

14Памяти этого выдающегося ученого посвящена биографическая книга «Олег
Иванович Ларичев» / сост. Ф.Т. Алескеров и др. М.: Логос, 2005. 350 с.
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щества принятия решений и Психологического общества, профес-
сором Московского физико-технического института. В 1991 г. его
избирают членом-корреспондентом, а в 1997 г. — действительным
членом РАН.

Учебник О. И. Ларичева по теории и методам принятия реше-
ний [14], вышедший в 2000 г., отличается комплексным подходом
к проблеме, популярностью и живостью изложения. В нем кроме
математических методов рассматриваются современные подходы
к построению экспертных баз данных, а также практические во-
просы деятельности консультативных фирм и консультантов.

∗ ∗ ∗
Говоря об отечественной научной школе исследования опера-

ций, нельзя не упомянуть одного из выдающихся ученых старшего

Ю. Б. Гермейер

поколения Юрия Борисовича Гер-
мейера (1918–1975), разработавшего, в
частности, общую теорию сверток кри-
териев.

Ю. Б. Гермейер родился в 1918 г. в го-
роде Аткарск Саратовской области в се-
мье военного врача и медсестры. Юрий
рано проявил выдающиеся математиче-
ские способности, стал лауреатом пер-
вой в Советском Союзе математической
Олимпиады (1935 г.), что дало ему пре-
имущество при поступлении на мехмат
Московского государственного университета. После окончания
университета в июле 1941 г. Гермейер был направлен инженером-
расчетчиком на авиационный завод и 25 последующих лет про-
работал в авиационной промышленности, занимаясь разработкой
новых типов самолетов и их вооружения.

Следует сказать, что во время «холодной войны» в воен-
ных академиях и секретных «почтовых ящиках», работающих на
Военно-воздушные силы, сформировалась когорта видных отече-
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ственных ученых в области военных приложений исследования
операций. Так, в Военно-воздушной инженерной академии име-

Е. С. Вентцель

ни Н.Е.Жуковского в течение многих
лет работала в должности профессора ле-
гендарная Елена Сергеевна Вентцель
(1907–2002), написавшая не только блестя-
щие по стилю изложения учебники по тео-
рии вероятностей и исследованию операций
[7], но и (под «математическим» псевдони-
мом И. Грекова) ряд повестей и расска-
зов. Именно Е.С.Вентцель выступила офи-
циальным оппонентом по докторской дис-
сертации Гермейера, которую он защитил в
1963 г.

В середине 60-х годов научные интересы
Гермейера вышли далеко за пределы авиации, он принимает пред-
ложение своего давнего друга и коллеги, будущего академика АН
СССР Никиты Николаевича Моисеева15 (1917–2000) о пере-
ходе в Вычислительный центр АН СССР, где создается сектор
(впоследствии лаборатория) исследования операций. Параллель-
ноЮ. Б. Гермейер занялся активной преподавательской работой в
Московском государственном университете. Основатель и первый
заведующий кафедрой исследования операций на образованном в
1970 г. факультете вычислительной математики и кибернетики.

15Научные интересы Н. Н. Моисеева были широки и разнообразны: теория
управления и методы оптимизации, системный анализ, философия, экология
и др. Широкий общественный резонанс получили выполненные в 1983 г. рабо-
ты по количественному моделированию последствий ядерной войны: «ядер-
ная зима».



Глава 17

Принятие решений при риске

С задачей принятия решений при риске мы сталкиваемся вся-
кий раз, когда результат операции является случайным из-за
воздействия неконтролируемых, например природных, факторов.
В таких ситуациях приходится учитывать не только возможную
выгоду, но психологию лица, принимающего решение, его готов-
ность рисковать. Классическими примерами подобных операций
являются различные лотереи, в которых азарт игрока борется с
холодным расчетом, или операции страхования, когда, наоборот,
страховая компания за определенное вознаграждение берет на се-
бя риск убытков от возможного несчастного случая.

17.1. Проблемы принятия решений
при риске

Выбор решения
как сравнение
лотерей

Простейшая системная модель принятия ре-
шений при риске приведена на рис. 17.1, где
ЛПР имеет возможность выбрать одно ре-
шение

−→
X из множества {a1, . . . , am}, резуль-

тат операции описывается множеством исходов
−→
Z ∈ {v1, . . . , vn}.

Кроме ЛПР операцией управляют некоторые неконтролируемые
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внешние факторы
−→
Y , которые приводят к тому, что конкрет-

ный исход операции неопределен, он является случайным. Само
понятие «случайный» в данном случае означает, что существу-
ет и п р е д п о л а г а е т с я и з в е с т н ы м вероятностное
распределение исходов при каждом варианте управляющего ре-
шения.

Модель 
системы

Рис. 17.1. Дискретная системная модель принятия
решений при риске

Пользуясь принятой в теории решений «лотерейной» термино-
логией, можно сказать, что, выбирая некоторое решение a′, ЛПР
выбирает лотерею

L′
[
v1 . . . vn

p′1 . . . p′n

]
,

где v1, . . . , vn обозначают исходы, p′1 . . . p′n — соответствующие им
вероятности (p′k � 0,

∑
p′k = 1), а, выбирая a′′, — он выбирает

лотерею

L′′
[
v1 . . . vn

p′′1 . . . p′′n

]

с т е м и ж е исходами, но другим распределением вероятностей.
Замечание. Если наборы исходов у разных лотерей не совпадают,

они объединяются в общее множество исходов, при этом вероятности
невозможных исходов принимаются равными нулю.

Таким образом, выбор наилучшего решения при риске сводит-
ся к задаче сравнения лотерей, которая может считаться решен-
ной, если на множестве лотерей определена числовая функция по-
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лезности u(L), такая, что

L′ � L′′ ↔ u(L′) � u(L′′).

Построение функции полезности оказывается непростым де-
лом по двум причинам:

• исходы зачастую трудно сравнимы между собой, так как они
могут иметь совершенно различную природу;

• даже при легко сравнимых и количественно измеримых (на-
пример, денежных) исходах сложно формализовать психо-
логию отношения ЛПР к риску.

Парадоксы
денежных
лотерей

Рассмотрим вторую причину подробнее. Пусть
имеется лотерея с денежными выигрышами

L

[
x1, . . . xn

p1, . . . pn

]
.

На первый взгляд, в качестве функции полезности такой лоте-
реи следует взять математическое ожидание выигрыша (средний
ожидаемый выигрыш)

u(L) = M(L) =
n∑

k=1

xkpk,

однако рассмотрение простых примеров показывает, что это да-
леко не так.

П р и м е р 1. Начнем с классического примера, опубли-
кованного Даниилом Бернулли в 1738 г. под названием «петер-
бургский парадокс» (см. исторические замечания в конце главы).
Посетителю воображаемого казино предлагается игра со следую-
щими правилами. Бросается уравновешенная монетка; если вы-
падает «орел», то игра заканчивается и игроку выплачивается
выигрыш 2 руб. Если же выпадает «решка», монетка бросается
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повторно до первого появления «орла», причем при каждом но-
вом бросании выигрыш удваивается. Таким образом, правилами
игры задана лотерея1

L

⎡
⎣2 4 8 . . . 2k . . .

1
2

1
4

1
8

. . .
1
2k

. . .

⎤
⎦ .

Несложный расчет показывает, что математическое ожидание вы-
игрыша бесконечно:

M(L) =
∞∑

k=1

xkpk =
∞∑

k=1

2k

2k
= ∞.

Это означает, что ЛПР предпочтет участие в данной рисковой иг-
ре любой заранее фиксированной сумме денег, что противоречит
здравому смыслу. �

П р и м е р 2. Этот пример будет для нас рабочим, в даль-
нейшем мы к нему вернемся и объясним кажущийся парадокс с
позиций теории полезности денег. Рассмотрим три денежных ло-
тереи (выигрыши в рублях):

L1

[
1 000

1

]
; L2

[
0 10 000

0.9 0.1

]
; L3

[
−10 000 10 000

0.45 0.55

]
.

То есть первая лотерея безусловно предлагает игроку сумму
1000 руб., во второй лотерее он выигрывает 10 000 руб. с веро-
ятностью 0.1, а в третьей есть близкие вероятности выиграть или
проиграть те же 10 000 руб.

Хотя средний ожидаемый выигрыш у всех лотерей одинако-
вый: M(L1) = M(L2) = M(L3) = 1000 руб., большинство лю-
дей, основываясь на субъективном отношении к риску, расста-
вят эти лотереи по предпочтительности в следующем порядке:
L1 � L2 � L3. �

1В данном примере множество исходов не конечное, а счетное, однако это не
меняет существа дела.
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Приведенные примеры с очевидностью показывают, что полез-
ность лотереи не измеряется средним выигрышем.

Основополагающую идею психологически приемлемой теории
сравнения денежных лотерей подсказал тот же Бернулли, кото-
рый предложил учитывать не сами деньги x, а их полезность
u(x) = log(x). Выбор логарифмической функции объяснялся оче-
видным наблюдением: чем богаче человек, тем меньшее прираще-
ние полезности несет для него увеличение капитала на фиксиро-
ванную величину.

При таком преобразовании полезность лотереи вычисляется
как средняя ожидаемая полезность

u(L) =
∞∑

k=1

log(xk)pk, (17.1)

ряд (17.1) сойдется2, и «петербургский парадокс» благополучно
разрешается.

Подход Бернулли оказался весьма конструктивным, однако у
него есть два очевидных недостатка:

• выбор логарифмической функции является весьма произ-
вольным;

• он годится только для денежных выигрышей.

Распространить теорию ожидаемой полезности на произволь-
ные лотереи удалось Джону фон Нейману и Оскару Моргенштер-
ну (см. исторические замечания в конце главы).

2Подставляя выигрыши и их вероятности в (17.1), получаем выражение для
суммы бесконечной арифметико-геометрической прогрессии, которая сходит-
ся, если ее знаменатель q < 1:

u(L) =

∞∑
k=1

log 2k

2k
= log 2

∞∑
k=1

k

2k
= 2 log 2.
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17.2. Теория полезности
Неймана — Моргенштерна

Теория Неймана — Моргенштерна является строго аксиома-
тической. Вводится система аксиом, из которых следует, что для
лотереи с произвольными (не только денежными) выигрышами

L

[
v1 . . . vn

p1 . . . pn

]
(17.2)

существует единственная (с точностью до линейного преобразова-
ния) линейная функция полезности – математическое ожидание
полезности лотереи

u(L) =
n∑

k=1

u(vk)pk,

где u(vk) — полезность исхода vk.
Строгое доказательство теоремы существования функции по-

лезности очень сложно. Мы дадим конструктивную иллюстрацию
построения такой функции на базе шести аксиом.

Итак, пусть дана лотерея (17.2). Первая аксиома и следствие
из нее достаточно просты.

Аксиома 1 (упорядоченность исходов). Отношение пред-
почтения или равноценности имеет место для любых двух ис-
ходов, и это отношение транзитивно.

Cледствие. Исходы лотереи могут быть упорядочены по
предпочтению:

наихудший — v1 � v2 � · · · � vn — наилучший.

Центральную роль в излагаемой теории играет вторая акси-
ома, однако для ее формулировки нам потребуется определение
эталонной лотереи.
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Определение. Эталонной лотереей называется лотерея, со-
стоящая из двух выигрышей – наихудшего v1 и наилучшего vn:

E

[
v1 vn

1 − π π

]
.

Число π (0 � π � 1), задающее вероятность наилучшего выигры-
ша, является единственным параметром эталонной лотереи.

Аксиома 2 (непрерывность). Всякий исход равноценен не-
которой эталонной лотерее с соответствующим образом подо-
бранной вероятностью πk:

vk ∼ Ek

[
v1 vn

1 − πk πk

]
.

Сила этой аксиомы в том, что она позволяет единой мерой
(вероятностью) оценить совершенно несравнимые исходы.

В качестве примера возьмем гипотетическую лотерею, в ко-
торой худший исход v1 означает сломанную ногу, а лучший ис-
ход vn — блестяще сданный экзамен. Возьмем некоторый про-
межуточный исход vk, скажем, выигрыш 5 руб. и зададим ЛПР
вопрос, что он предпочитает: гарантированно получить vk либо
сыграть в эталонную лотерею E с крайними выигрышами?

Прежде чем ответить, ЛПР наверняка поинтересуется, каково
значение вероятности π. Если оно близко к нулю, то лотерея E
почти наверное даст результатом сломанную ногу, в этом случае
vk � E. Если же, наоборот, πk близко к единице, то vk ≺ E.
Разумно предположить, что найдется такое промежуточное зна-
чение 0 < πk < 1, что vk ∼ E.

Хотя величина πk называется вероятностью, это не та величи-
на, которая объективно проявляется в частоте наступления слу-
чайного события и не зависит от воли индивидуума. В данном
случае она трактуется как «желательность» наступления наилуч-
шего исхода и считается субъективной вероятностью. Разумеет-
ся, для каждого промежуточного исхода vk субъективная вероят-
ность πk своя.
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Аксиома 3 (эквивалентность). В любой лотерее все исходы
можно заменить на равноценные им эталонные лотереи.

На основании этой аксиомы можно записать цепочку равенств,
заменяющую исходную лотерею «двухэтажной» (составной) лоте-
реей, в которой выигрышами являются билеты на участие в эта-
лонных лотереях с различными параметрами πk:

L

[
v1 . . . vk . . . vn

p1 . . . pk . . . pn

]
∼ L1

[
E1 . . . Ek . . . En

p1 . . . pk . . . pn

]
=

= L1

⎡
⎢⎣
[
v1 vn

1 0

]
. . .

[
v1 vn

1 − πk πk

]
. . .

[
v1 vn

0 1

]
p1 . . . pk . . . pn

⎤
⎥⎦ .

Аксиома 4 (приведение составных лотерей). Всякая со-
ставная лотерея равноценна простой эталонной, вероятности
выигрышей в которой рассчитываются по формуле полной веро-
ятности:

L1

⎡
⎢⎣
[
v1 vn

1 0

]
. . .

[
v1 vn

1 − πk πk

]
. . .

[
v1 vn

0 1

]
p1 . . . pk . . . pn

⎤
⎥⎦ ∼

∼ E

[
v1 vn

1 −∑πkpk
∑
πkpk

]
.

Следующая аксиома чисто техническая, необходимая для
строгости математических рассуждений. Мы установили равно-
ценность исходной лотереи L составной L1 (Аксиома 3) и рав-
ноценность составной L1 некоторой эталонной лотерее E (Ак-
сиома 4), но из этого пока не следует равноценность первой и
последней.



17.2.. Теория полезности Неймана — Моргенштерна 123

Аксиома 5 (транзитивность). Отношение предпочтитель-
ности или равноценности л о т е р е й транзитивно.

Cледствие.

L

[
v1 . . . vn

p1 . . . pn

]
∼ E

[
v1 vn

1 −∑πkpk
∑
πkpk

]
.

Последняя аксиома завершает построение функции полезно-
сти лотереи.

Аксиома 6 (монотонность). Из двух эталонных лотерей
предпочтительнее та, у которой вероятность наилучшего вы-
игрыша больше.

Отсюда немедленно следует, что эта самая вероятность и есть
искомая функция полезности исходной лотереи:

u(L) =
n∑

k=1

πkpk =
n∑

k=1

u(vk)pk,

а полезность конкретного исхода есть параметр эталонной лоте-
реи, равноценной этому исходу: u(vk) = πk.

Подводя итог рассуждениям, видим, что нам действительно
удалось построить линейную функцию полезности произвольной
лотереи, следовательно, она существует. Доказательство един-
ственности, выполненное Нейманом и Моргенштерном, оставляем
чистым математикам.

Теория Неймана — Моргенштерна решает обе трудные про-
блемы измерения полезности:

• она дает возможность единой мерой — субъективной вероят-
ностью πk — измерить полезность несопоставимых исходов;

• она формализует процесс оценки риска путем измерения
ожидаемых полезностей.
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В заключение сделаем еще одно важное замечание. Хотя по-
лезности исходов в модели эталонной лотереи мы понимали как
субъективные вероятности и привязывали к отрезку [0, 1], это со-
всем не обязательно. Как легко убедиться, их можно подвергнуть
линейному преобразованию с произвольными смещением и поло-
жительным масштабным множителем: u′(vk) = αu(vk) + β; при
этом новая функция полезности u′(L) будет стратегически экви-
валентна исходной:

u′(L) =
n∑

k=1

u′(vk)pk =
n∑

k=1

[αu(vk) + β]pk =

= α

n∑
k=1

u(vk)pk + β

n∑
k=1

pk = αu(L) + β.

Следовательно, полезность по Нейману — Моргенштерну из-
меряется в ш к а л е и н т е р в а л о в, ее можно оценивать в
любом диапазоне чисел, например 0–100 или 20–1000.

17.3. Функция полезности денег

Теория полезности Неймана — Моргенштерна применима к
любым лотереям, но в случае денежных выигрышей можно по-
лучить более продвинутые результаты.

Пусть задана денежная лотерея

L

[
x1, . . . xn

p1, . . . pn

]
.

Математическое ожидание выигрыша в этой лотерее составляет

M(L) =
n∑

k=1

xkpk,
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а полезность всей лотереи, согласно теории, оценивается средней
ожидаемой полезностью

u(L) =
n∑

k=1

u(xk)pk,

где u(x) есть функция полезности денег. Бернулли априорно счи-
тал ее логарифмической, мы же рассмотрим эту функцию более
внимательно (рис. 17.2).

Общие
свойства

По оси абсцисс откладывается величина денежной
суммы, измеренная в шкале отношений. Нуль на оси
абсцисс фиксирован, он соответствует status quo3,

т. е. материальному состоянию ЛПР до участия в лотерее. Об-
ластью определения является отрезок [x1, xn], ограниченный ми-
нимальным и максимальным возможными выигрышами.

Рис. 17.2. Общий вид функции полезности денег

Значением функции u(x) является полезность, измеренная,
как мы установили выше, в шкале интервалов. Это значит, что
нуль и масштаб по оси ординат могут быть любыми. Можно,
например, произвольно зафиксировать точки, соответствующие
наименьшей и наибольшей полезностям u1, un.

Естественно предположить, что функция полезности денег
всегда является монотонно возрастающей, при этом, как мы в

3 Status quo (лат. положение, в котором) — статус кво, юридический термин,
обозначающий состояние перед началом какого-либо действия.
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этом убедимся, существенное значение имеет характер выпукло-
сти (вверх или вниз), именно он определяет отношение ЛПР к
риску.

Отношение
к риску

Предположим, что задана вогнутая (иногда поль-
зуются термином «выпуклая вверх») функция по-
лезности (рис. 17.3, а). Рассмотрим простейшую ло-

терею, имеющую два выигрыша:

L

[
x′ x′′

1 − p p

]
.

Построим точку L (будем называть ее лотерейной точкой),
абсцисса и ордината которой равны среднему выигрышу M(L) =
(1 − p)x′ + px′′ и полезности u(L) = (1 − p)u′ + pu′′ рассматри-
ваемой лотереи. Легко убедиться, что она лежит на отрезке, со-
единяющем выигрышные точки (x′, u′) и (x′′, u′′), и делит его в
отношении, заданном вероятностью p.

Рис. 17.3. Функция полезности денег для ЛПР,
не склонного (а) и склонного (б ) к риску

Поскольку для вогнутой функции хорда, соединяющая лю-
бые две точки, лежит п о д г р а ф и к о м функции, то
u(M(L)) > u(L). Это значит, что ЛПР предпочтет безусловно по-



17.3.. Функция полезности денег 127

лучить на руки средний выигрыш лотереи, нежели участвовать в
лотерее с тем же средним выигрышем. Другими словами, данный
индивидуум не склонен к риску.

Противоположная картина наблюдается (см. рис. 17.3, б ), если
функция полезности денег ЛПР является выпуклой (для уточне-
ния можно добавить «вниз»). В этом случае лотерейная точка
лежит над кривой, u(M(L)) < u(L), следовательно, полезность
участвовать в лотерее со средним выигрышем M(L) для данного
индивидуума больше, чем полезность u(M(L)) безусловного по-
лучения этого среднего выигрыша. В этом случае ЛПР склонен к
риску.

Наконец, возможен случай, когда функция полезности денег
представляет собой прямую (она выпукла и вогнута одновремен-
но). В этом случае индивидууму безразлично, получить средний
выигрыш или участвовать в лотерее с тем же средним выигры-
шем. В этом случае ЛПР безразличен к риску.

Замечание 1. Если выигрышей в лотерее больше двух, абсцисса
и ордината лотерейной точки будет определяться соотношениями

M(L) =
n∑

k=1

xkpk, u(L) =
n∑

k=1

ukpk,

где pk � 0,
∑
pk = 1. Следовательно, лотерейная точка будет пред-

ставлять собой некоторую выпуклую комбинацию точек, лежащих на
кривой функции полезности денег, и принадлежать выпуклой оболочке
этих точек (см. рис. 17.4, а).

Замечание 2. Отношение к риску — локальная характеристи-
ка функции полезности денег. Она может меняться в зависимости от
масштаба сумм, подверженных риску. Экспериментально установлено,
что, если речь идет о малых деньгах, индивидуум позволяет себе рис-
ковать, здесь функция полезности выпукла вниз. Если же речь идет
о больших выигрышах-проигрышах, то ЛПР обычно избегает риска, в
этих областях функция полезности выпукла вверх. Разумеется, понятия
«малые» и «большие» деньги сугубо индивидуальны, они определяются
как свойством личности игрока, так и его материальным положением.
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0

Рис. 17.4. Лотерейная точка L для лотереи со многими
исходами (а); отношение к риску в широком диапазоне

выигрышей (б )

Детерминированный
эквивалент лотереи

В то время как деньги умеет считать
каждый, единицы полезности, измерен-
ные в шкале интервалов, мало что гово-

рят обычному человеку. Желательно иметь более осязаемый по-
казатель для оценки лотерей.

Определение. Детерминированным (денежным) эквива-
лентом лотереи L называется сумма денег D(L), полезность
которой равна полезности лотереи: u(D(L)) = u(L).

Если участие в лотерее понимать как обладание лотерейным
билетом, то детерминированный эквивалент имеет смысл про-
дажной цены этого лотерейного билета.

Геометрическая интерпретация введенного понятия приведена
на рис. 17.5. Буквой L обозначена лотерейная точка. Если ЛПР
не склонен к риску (рис. 17.5, а), то она лежит под графиком вы-
пуклой вверх функции полезности, следовательно, детерминиро-
ванный эквивалент D(L) будет м е н ь ш е среднего ожидаемо-
го выигрыша M(L). В этом случае игрок предпочитает получить
хоть и меньшую сумму, но наверняка.
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0 0

Рис. 17.5. Детерминированный эквивалент лотереи при
несклонности (а) и склонности (б ) к риску

При склонности к риску ситуация обратная: продажная цена
лотерейного билета б о л ь ш е математического ожидания вы-
игрыша (рис. 17.5, б ). Если же ЛПР безразличен к риску, график
функции полезности денег представляет собой прямую линию,
продажная цена лотерейного билет в точности равна среднему
ожидаемому выигрышу.

Практический метод
построения функции
полезности денег

Хотя приведенные выше рассуждения
носили умозрительный характер, реаль-
ную функцию полезности денег можно
построить экспериментально. Разумеет-

ся, она сугубо индивидуальна, status quo нищего и миллионера
совершенно различны, соответственно рисковать они могут по-
разному. Тем не менее для людей, находящихся на одной ступени
социальной лестницы, индивидуальные функции полезности име-
ют больше сходства, чем различий.

Практический метод построения функции полезности денег
проиллюстрирован на рис. 17.6. Прежде всего, заметим, что если
отношение ЛПР к риску априорно известно, то достаточно всего
трех экспериментальных точек, чтобы грубо восстановить функ-
цию полезности для данного ЛПР. На рис 17.6, а приведен слу-
чай, когда субъект не склонен к риску. Тогда при известных точ-
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ках A,B,C кривая функции полезности, представляющая собой
монотонно возрастающую вогнутую (выпуклую вверх) функцию,
обязана находиться в области, ограниченной двумя закрашенны-
ми треугольниками. Аналогичные построения можно сделать и
для случая склонности к риску, когда кривая выпукла вниз и
точка B располагается ниже хорды AC.

Рис. 17.6. Практический метод построения функции
полезности денег. Общий вид кривой (а)

и лотерея fifty-fifty (б )

Для задания опорных точек обычно используется лотерея
fifty-fifty, в которой имеются два выигрыша с равными вероят-
ностями. Этот простейший и психологически обоснованный слу-
чай соответствует ситуации полной неопределенности, когда нет
оснований считать, что один исход вероятнее другого. Если инди-
видууму предъявить лотерею

L

[
x0 x1

0.5 0.5

]

и попросить назвать ее продажную цену D(L), то полученный от-
вет будет достаточен для приблизительной оценки функции по-
лезности денег для данного ЛПР.
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Реализация метода показана на рис. 17.6, б. Точки A и C сопо-
ставляются самим выигрышам. Их координаты по денежной оси
равны соответственно x0 и x1, а для получения координат по оси u
можно воспользоваться тем обстоятельством, что измерения по-
лезности делаются в шкале интервалов. Нуль и масштаб по этой
оси условны, следовательно, любые две точки можно зафиксиро-
вать произвольно. С учетом этого примем u(x0) = 0, u(x1) = 1.

Для лотереи fifty-fifty лотерейная точка L находится на се-
редине отрезка, соединяющего точки A и C, ее координаты
M(L) = (x0 + x1)/2, u(L) = (u(x0)) + u(x1))/2 = 0.5.

Для построения третьей точки B используется тот факт, что
она, согласно определению денежного эквивалента лотереи, имеет
ту же ординату, равную 0.5, что и лотерейная точка L, и абсциссу,
равную полученному от ЛПР значению D(L).

После того как опорные точки построены, через них можно
«на глазок», соблюдая ограничения, показанные на рис. 17.6, а,
провести плавную кривую.

П р и м е р 1 (исторический). Данный пример не выду-
ман, сама жизнь заставила автора этих строк принять участие в
лотерее fifty-fifty.

Дело было в 1994 г., когда в России свирепствовала инфляция.
При стремительном обесценивании денег махровым цветом рас-
цвели финансовые пирамиды. Особенную известность приобрела
компания МММ (см. исторические замечания в конце главы), ко-
торая с начала 1994 г., развернув невероятную рекламную шуми-
ху, свободно продавала и покупала собственные акции. В среднем
за месяц цена акций возрастала вдвое, при этом увеличивающа-
яся стоимость старых обеспечивалась постоянным выпуском но-
вых. Хотя крах любой финансовой пирамиды неизбежен, многие
надеялись таким способом сохранить и умножить сбережения.

Развязка наступила 4 августа. На фоне полного благополучия
вдруг поползли слухи, что компания может перестать покупать
свои акции, однако достоверной информации на этот счет не было.
У представительства МММ в Томске собралась толпа акционеров,
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но двери офиса были закрыты (время было уже вечернее), сдать
акции в компании было невозможно.

Тут же образовался стихийный рынок ценных бумаг: появи-
лись посредники, который предлагали их выкупить, но по сни-
женной стоимости: за 10 млн руб.4 акциями платили 6.5 млн на-
личными.

Поставим себя на место человека, у которого имеются акции
на сумму 10 000 руб. (в современном масштабе цен); это есть его
status quo — нулевая точка на оси абсцисс. Полная неопределен-
ность ситуации означает лотерею с двумя равновероятными исхо-
дами. При благоприятном развитии событий слухи о крахе ком-
пании окажутся ложными, в ближайшее время стоимость акций
возрастет вдвое, продав их, акционер получит прибыль 10 000 руб.
В противном случае финансовая пирамида рухнет, акции превра-
тятся в пустые бумажки (так оно случилось на самом деле, но
этого тогда никто не знал!), убыток составит те же 10 000 руб.
Следовательно, лотерея имеет вид

L

[
−10 000 10 000

0.5 0.5

]
.

Не желая рисковать, инвестор может продать акции (лотерею)
посреднику за 6 500 руб., теряя на сделке 3 500 руб. Отсюда де-
нежный эквивалент D(L) = −3 500.

На рис. 17.7 показана функция полезности денег, построенная
по результатам описанного выше вынужденного исторического
эксперимента. В какой-то степени она сохранила актуальность и
сегодня, так как может описать отношение к риску человека, для
которого сумма ±10 000 руб. представляется достаточно большой,
чтобы ею рисковать. �

П р и м е р 2 (гипотетический). Воспользовавшись постро-
енной в предыдущем примере функцией полезности, попробуем

4Имеются в виду «старые» рубли (до 1998 г.) После деноминации курс рубля
вырос в 1000 раз, т. е. в современных ценах это составляет 10 000 руб.
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Рис. 17.7. Экспериментальная функция полезности денег

разрешить парадокс, описанный в рабочем примере 2 на с. 118,
в котором сравнивались три лотереи с одинаковым ожидаемым
выигрышем 1 000 руб.

Значения полезности крайних выигрышей точные:
u (−10 000) = 0, u (10 000) = 1, остальные можно снять с
графика на рис. 17.7, вооружившись линейкой (они, конечно,
приблизительные и зависят от того, как мы провели сглажива-
ющую кривую). Если принять u(0) = 0.67; u (1000) = 0.72, то
ожидаемые полезности лотерей будут равны

u(L1) = u

([
1 000

1

])
= 1 × 0.72 = 0.72;

u(L2) = u

([
0 10 000

0.9 0.1

])
= 0.67 × 0.9 + 1 × 0.1 = 0, 70;

u(L3) = u

([
−10 000 10 000

0.45 0.55

])
= 0 × 0.45 + 1 × 0.55 = 0.55.
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Теперь становится понятным, почему люди, отношение кото-
рых к денежному риску описывается полученной в эксперименте
функцией полезности, расставят эти лотереи по предпочтитель-
ности в следующем порядке: L1 � L2 � L3. �

17.4. Практические примеры применения
теории полезности

Многочисленные исследования, проведенные экспериментато-
рами с различными группами населения, позволили восстано-
вить конкретный вид функций полезности в широком диапазо-
не выигрышей-проигрышей. Поэтому с помощью теории удается
не только объяснить поведение ЛПР в условиях риска, но и дать
численные рекомендации по организации операций, сопряженных
с риском.

В данном параграфе рассмотрим два примера практического
применения теории полезности: игровой бизнес и страхование.

Игровой
бизнес

Хотя многие формы игрового бизнеса запрещены или
ограничены в ряде стран, он продолжает легально су-
ществовать и даже поддерживаться государством в

виде разнообразных лотерей.
Рассмотрим подробно анатомию лотерейного бизнеса с точ-

ки зрения теории полезности. На рис. 17.8, а приведена лоте-
рея «с высоты птичьего полета». Как мы отмечали ранее (см.
рис. 17.4, б ), типичная функция полезности, рассматриваемая в
широком диапазоне денежных сумм, имеет переменную выпук-
лость: в области малых выигрышей-проигрышей, т. е. около нуля,
она выпукла вниз, а при больших деньгах — выпукла вверх.

Суть любой лотереи в том, что, покупая дешевый билет,
ее участник надеется получить большой выигрыш. Таким об-
разом, полный набор выигрышей лотереи описывается значени-
ями x0 < x1 · · · < xn, где x0 — небольшое отрицательное чис-
ло, соответствующее убытку от покупки проигравшего билета,
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x1, . . . , xn — положительные выигрыши, достаточно большие, что-
бы привлечь покупателя лотерейного билета. При этом их вероят-
ности делаются настолько малыми, чтобы математическое ожида-
ние выигрыша, равное абсциссе лотерейной точки L, находилось
в области отрицательных чисел.

Рис. 17.8. Анатомия лотерейного бизнеса: общий вид (а);
увеличенный фрагмент (б )

На 17.8, б изображен интересующий нас участок функции по-
лезности в увеличенном масштабе. Математическое ожидание вы-
игрыша, точнее говоря, проигрыша M(L), где x0 < M(L) < 0, —
это средний ожидаемый доход, который лотерейная компания по-
лучает от продажи одного билета. Так как билетов продается
очень много, то по закону больших чисел реальный доход ком-
пании близок к этой величине, компания ничем не рискует.

Другое дело игрок. Поскольку абсцисса лотерейной точки
близка к нулю, в этой области он оказывается склонен к рис-
ку. И хотя средний ожидаемый выигрыш в лотерее M(L) заве-
домо отрицателен, детерминированный эквивалент этой лотереи
D(L) > 0. Действительно, если у вас на руках есть лотерейный
билет и вы почти наверняка по нему ничего не выиграете, вы едва
ли отдадите его бесплатно.
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При таком неочевидном соотношении ожидаемого выигрыша
и продажной цены, полезность лотереи u(L), равная ординате ло-
терейной точки, оказывается больше полезности status quo u(0),
т. е., выбирая между неучастием и участием в лотерее, ЛПР пред-
почитает второе.

Имея экспериментальные данные о функции полезности де-
нег для типичных игроков, владелец лотерейного бизнеса может
поставить задачу максимизации своей прибыли. Для этого, умень-
шая вероятности выигрышей, ему следует сдвинуть лотерейную
точку влево, приближая ее абсциссу к x0. Но это можно делать
лишь до тех пор, пока u(L) > u(0), в противном случае билеты
перестанут покупать.

Страховой
бизнес

Страховое дело является одним из самых сложных и
вместе с тем выгодных видов финансовой деятельно-
сти. Постоянно принимая решения в условиях рис-

ка, страховые компании, основываясь на точных математических
расчетах, получают огромные прибыли. Поскольку количествен-
ная сторона вопроса слишком сложна для изложения и ею зани-
маются специально обученные профессионалы (см. исторические
замечания в конце главы), мы ограничимся рассмотрением стра-
хования с точки зрения теории полезности на качественном уров-
не.

В отличие от лотерейного бизнеса ЛПР (страхователь) не по-
купает право участия в лотерее, а, наоборот, продает страховой
компании лотерею, которую ему предоставила природа. Предпо-
ложим, страхователь купил автомобиль. В лучшем случае за вре-
мя страхового периода с ним ничего не случится, status quo сохра-
нится, выигрыш равен 0 руб. Если же произойдет один из n − 1
страховых случаев, то отрицательный выигрыш (ущерб) составит
соответственно x1 < · · · < xn−1 руб. Таким образом, имеет место
лотерея

L

[
x1 . . . xn−1 0
p1 . . . pn−1 pn

]
,
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где вероятности исходов известны из страховой статистики. Осо-
бенностью ее является наличие больших, но маловероятных от-
рицательных выигрышей и одного высоковероятного нулевого.

Поскольку речь идет о значительных суммах, страхователь не
склонен к риску и готов откупиться от навязанной ему лотереи,
продав ее страховой компании. Иллюстрация возникающих при
этом отношений приведена на рис. 17.9.

Рис. 17.9. Анатомия страхового бизнеса

Так как вероятности страховых случаев малы, лотерейная точ-
ка L располагается под кривой полезности в области не слишком
больших отрицательных абсцисс. Величина M(L) равна матема-
тическому ожиданию ущерба от одной страховой сделки. Этот
ущерб страховая компания принимает на себя и компенсирует
клиенту в виде страховых выплат. Конкретные страховые выпла-
ты могут быть больше или меньше ожидаемой средней, но при
большом количестве страховых сделок согласно закону больших
чисел среднее арифметическое сходится к математическому ожи-
данию.
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Страхователь оплачивает услуги компании, покупая страхо-
вой полис, цена которого равна P . Выручка от продажи полисов
покрывает страховые выплаты и обеспечивает компании прибыль.
Единственный путь увеличения прибыли — увеличение цены по-
лиса (смещение точки P влево), однако когда стоимость поли-
са сравняется с детерминированным эквивалентом лотереи D(L),
нарушится выполнение неравенства u(P ) > u(L), которое означа-
ет, что покупка полиса предпочтительнее участия в вынужденной
лотерее.

17.5. Исторические замечания

Первое исследование процесса принятия решений при риске
принадлежитДиниилу Бернулли (Bernoulli, Daniel; 1700–1782)

Даниил Бернулли

— швейцарскому ученому, одному из пред-
ставителей рода Бернулли, давшего ми-
ру ряд великих математиков и физиков
(Иоганн Бернулли, Якоб Бернулли, Нико-
лаус (Николай) Бернулли и др.). После ор-
ганизации Петром I Российской Император-
ской академии вместе с братом Николаем и
Леонардом Эйлером был приглашен на ра-
боту в Россию, с 1724 по 1733 г. работал про-
фессором математики в Петербурге, уехал
по состоянию здоровья. В 1738 г. опубли-
ковал в трудах Академии работу «Specimen

Theoriae Novae de Mensura Sortis» — «Предложение новой теории
измерения риска», в которой на примере воображаемой денежной
лотереи сформулировал принципы оценки риска.

∗ ∗ ∗

Аксиоматическая теория полезности Неймана—Моргенштерна
впервые была опубликована в вышедшей в 1944 г. классической
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монографии «Theory of Games and Economic Behavior» [20], напи-
санной двумя авторами, один из которых был чистым математи-
ком, а другой — чистым экономистом.

Джон (Янош) фон Нейман (von Neumann, John; 1903–
1957). Родился в Венгрии (в то время Австро-Венгерской импе-
рии) в состоятельной еврейской семье. В 1913 г. его отец получил
дворянский титул и вместе с ним символ знатности — приставку
фон. В детстве Янош был вундеркиндом: уже в 6 лет мог делить в
уме многозначные числа и говорить на древнегреческом. В 23 года
получил степень доктора философии по математике в универси-

Джон фон Нейман Оскар Моргенштерн

тете Будапешта. В 1930 г. перед приходом к власти нацистов эми-
грировал в США, стал профессором знаменитого Принстонского
университета (г. Принстон, штат Нью-Джерси) и одним из первых
сотрудников расположенного там же научно-исследовательского
Института перспективных исследований. Фон Нейман считается
одним из наиболее великих математиков XX века. Фундаменталь-
ные труды по теории множеств, функциональному анализу, ста-
тистике и др. Консультировал проект создания атомной бомбы в
США (проект Манхеттен), а также проект создания первого элек-
тронного компьютера. В 1957 г. фон Нейман заболел раком, воз-
можно, вызванным радиоактивным облучением при работе над
атомным оружием, умер через несколько месяцев после постанов-
ки диагноза.
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Оскар Моргенштерн (Morgenstern, Oscar; 1902–1977). Аме-
риканский экономист австрийского происхождения. Учился и пре-
подавал в Венском университете. Во время аншлюса Австрии эми-
грировал в США, работал профессором Принстонского универси-
тета.

Книга Неймана и Моргенштерна сразу стала научным бест-
селлером. Теория полезности занимает в ней далеко не главное
место, основная часть книги посвящена систематическому изло-
жению теории игр, которой мы займемся в гл. 19.

∗ ∗ ∗

Крупнейшая в истории России финансовая пирамида МММ
была основана талантливым аферистом Сергеем Мавроди
(р. 1955), прикладным математиком по образованию. Хотя фор-
мально акции МММ не являлись ценными бумагами, они имели
все необходимые степени защиты и печатались на тех же фабри-
ках, что и американские доллары. По виду акции — «мавроди-
ки» — походили на советские деньги, но вместо Ленина на них
красовался профиль самого Мавроди. В феврале 1994 г. акции
поступили в свободную продажу. Продавались они сначала по но-
миналу в одну тысячу рублей, далее дважды в неделю цены меня-
лись, и в среднем цена акции вырастала за месяц примерно вдвое.

Акции МММ

За полгода цены вырос-
ли в 127 раз, а чис-
ло вкладчиков компа-
нии превысило 10 мил-
лионов человек. День-
ги не успевали пересчи-
тывать, и их считали
на глазок, комнатами:
«12 комнат. . . 15 ком-

нат. . . » В одной только Москве Мавроди ежедневно зарабатывал
порядка 50 млн долларов. По стопам МММ пустились другие
авантюристы, всего в России во время галопирующей инфляции



17.5.. Исторические замечания 141

было зарегистрировано более 1500 финансовых пирамид: «Хопер-
инвест», «Русский дом Селенга» и др.

При крахе МММ 4 августа 1994 г. около 50 разоренных инве-
сторов совершили самоубийство. Мавроди был арестован, но тут
же объявил о решении баллотироваться в Государственную Ду-
му. Его поддержали сотни тысяч обманутых дольщиков, которые
надеялись таким образом вернуть хотя бы часть пропавших де-
нег. В октябре 1994 г. он вышел на свободу, выиграл выборы, по-
лучил депутатскую неприкосновенность, но на заседания Думы
ни разу не явился. В дальнейшем Мавроди был лишен манда-
та, вновь избран, организовал крупную политическую партию из
своих акционеров и даже пытался выдвинуться в президенты Рос-
сии. В конце концов он был признан виновным в мошенничестве
и осужден на 4.5 года лишения свободы. В тюрьме писал мему-
ары, выйдя из заключения в 2007 г., Мавроди начал задумывать
новые финансовые аферы, теперь уже с помощью интернета.

∗ ∗ ∗

Лотерея (от итал. lotto — судьба) — это организованная азарт-
ная игра, зародившаяся на заре человеческой цивилизации и су-
ществовавшая во всех странах. Часть полученных от игроков
средств идет устроителям лотереи, часть выплачивается государ-
ству в виде налогов. Например, в 100 г. до н. э. в Китае была ор-
ганизована лотерея, средства от которой были использованы для
строительства Великой китайской стены. Лотереи неоднократно
устраивались монархами для исправления финансового положе-
ния своих стран (лотерея 1520–1532 гг. короля Франциска I во
Франции, лотерея королевы Елизаветы I в Англии в 1559 г. и др.).
В США на протяжении 250 лет на лотерейные деньги было по-
строено порядка 200 церквей, 300 школ, множество больниц, си-
ротских приютов и библиотек, а также около 50 колледжей и уни-
верситетов, в том числе Гарвардский, Йельский, Принстонский,
Дартмутский, Брауновский и Колумбийский.

Благодаря многовековым лотерейным традициям и интенсив-
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ному росту экономики современная Европа наряду с Соединен-
ными Штатами организовала проведение множества всевозмож-
ных лотерей, таких как Keno, Bingo, мгновенная лотерея (Scratch
card) или классическая числовая лотерея. Первая жеребьевка об-
новленной лотереи ЕвроМиллионы состоялась 10 мая 2011 г., а
менее чем через два месяца был разыгран рекордный джекпот
этой лотереи –— 185 млн евро.

В дореволюционной России проведение одной из первых ло-
терей связано с реформами Петра I и датируется началом
XVIII века. С приходом советской власти, в 1918 г. лотереи были

Лотерейный билет

объявлены буржуаз-
ным пережитком и
запрещены, но вскоре
в связи с большим
неурожаем и финан-
совыми трудностями
было принято решение
восстановить их прове-
дение. С конца 1950-х
годов и вплоть до
развала СССР всесоюз-
ные государственные
лотереи проводились

регулярно. Раз в месяц проходил тираж с билетами стоимостью
30 коп. и выигрышами от 1 руб. до автомобиля «Москвич»
или «Жигули». Иногда проводились специальные тиражи,
посвященные крупным мероприятиям (фестиваль молодежи
и студентов 1985 г.). Другой пример — лотерея «Спортлото»,
которая за 20 лет существования принесла государству 500 млрд
руб. На эти средства строились стадионы и спорткомплексы, в
1980 г. лотерея сыграла существенную роль в финансировании
Московской Олимпиады.

Организация и проведение лотерей в современной России ре-
гулируются Гражданским кодексом и законом РФ «О лотереях».
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∗ ∗ ∗
Страхование — особый вид экономических отношений для за-

щиты людей и их дел от различного рода опасностей. Страхо-
вание имеет многовековую историю. В эпоху великих географи-
ческих открытий (XV век) началось коммерческое страхование
судов и грузов, создан Венецианский кодекс морского страхова-
ния. Постепенно страхование начало охватывать и другие риски,
не связанные с морем. Существенным толчком к развитию стра-
хования имущества явился Большой лондонский пожар 1666 г.,
уничтоживший 13 200 зданий в центре Лондона. После него

Страховой полис

была учреждена первая
в мире страховая ком-
пания, появилось стра-
хование от огня. За-
тем началось страхова-
ние жизни, ответствен-
ности и др. Современ-
ный рынок страховых
услуг огромен, в разви-
тых странах он состав-
ляет 5–8% объема валового внутреннего продукта.

Математическая теория страхования появилась в XVIII веке
(свой вклад в нее внес Леонард Эйлер), она явилась могучим сти-
мулом для развития теории вероятностей и математической ста-
тистики. В настоящее время расчеты, связанные со страхованием,
выделились в особую отрасль прикладной математики — акту-
арную математику. Актуарные расчеты проводят актуарии –—
сертифицированные высокооплачиваемые специалисты, имеющие
квалификационный аттестат и осуществляющие деятельность по
определению страховых тарифов и резервов.



Глава 18

Принятие решений при
неопределенности

В этой главе мы будем рассматривать задачи принятия реше-
ний в условиях неопределенности, вызванной незнанием. Такие
ситуации часто называют играми против природы. В этих играх
в качестве активной стороны выступает ЛПР (мы его будем на-
зывать в зависимости от контекста человеком, наблюдателем или
статистиком), принимающий решения по управлению системой,
воздействуя на контролируемые факторы. С другой стороны на
систему воздействует природа. В отличие от человека, который
всегда знает, чего он хочет, природа пассивна, ее действия — это
просто возможные состояния. И хотя бытует мнение, что природа
всегда так подбирает свое состояние, чтобы максимально навре-
дить человеку, это, конечно, не так. Еще Эйнштейн сказал, что
«Господь Бог изощрен, но не злонамерен»1.

1Raffiniert ist der Herrgot, aber boshaft ist er nicht (нем). Это изречение Аль-
берта Эйнштейна (1879—1955) высечено на камине в Институте математики
и теоретической физики Принстонского университета (США). Ученый про-
изнес эту фразу в мае 1921 г. на семинаре «О законах мироздания», органи-
зованном в этом же университете.
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18.1. Постановка задачи

Для простоты будем предполагать, что множество вариантов
решений человека по управлению системой конечно:

A = {a1, a2, . . . , am}.

Множество состояний природы мы также будем предполагать ко-
нечным:

B = {b1, b2, . . . , bn}.
Если человек принимает решение ai, а природа в этот момент
находится в состоянии bj , то получится некоторый исход vij . Ис-
пользуя аппарат теории измерения предпочтений, описанный в
гл. 15, можно каждому исходу приписать его полезность uij —
число, измеренное в количественной шкале. Тогда полезности ре-
шений при различных состояниях природы задаются матрицей
полезностей

U = (uij)m×n =

b1 b2 . . . bn

a1 u11 u12 . . . u1n

a2 u21 u22 . . . u2n

. . . . . . . . . . . . . . .

am um1 um2 . . . umn

.

Замечание. Формально задача принятия решений при неопреде-
ленности в матричной постановке напоминает многокритериальную, но
содержание совершенно иное. В многокритериальной постановке один
исход оценивается с р а з у по всем критериям, здесь же исходов много,
а критерий один. Вместе с тем некоторые принципы принятия решений,
например нахождение множества Парето, сохраняются.

П р и м е р (сборы на прогулку). Все основные положения
этой главы мы будем иллюстрировать на одном и том же простом
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примере. Представим себе следующую ситуацию. Вы задумали
провести воскресный день на лоне природы и, прежде чем выйти
из дома, должны принять решение, как одеться для прогулки.
Допустим, что возможны три варианта решений:

a1 — легко одеться для хорошей погоды;
a2 — одеться легко, но захватить зонтик;
a3 — одеться для непогоды: плащ, шляпа, сапоги, зонтик.

Природа, в свою очередь, может находиться в двух состояниях:

b1 — хорошая погода: тепло, солнечно;
b2 — плохая погода: дождь, холод, ветер.

Матрица исходов имеет размер 3×2, в ее клетках следует записать
ощущения, которые вы получите в результате соответствующей
комбинации ai и bj :

v11 — прекрасное самочувствие, все как нельзя лучше;
v21 — приятно гулять, но слегка мешает ненужный зонтик;
v31 — очень глупое и неприятное положение — в жару гулять

в плаще и сапогах;
v12 — прогулка испорчена совершенно: вы промокли до нитки

и еще вдобавок простыли;
v22 — зонтик немного спасает от дождя, но ветер — бр-р-р..!
v32 — не самый лучший вариант прогулки, но все-таки в плаще

и шляпе вы не замерзли и подышали свежим воздухом.

Полезности всех исходов, приведенные к интервалу [0, 1], при-
ведены ниже:

(uij) =

b1 b2

a1 1 0
a2 0.9 0.4
a3 0.1 0.6

Задача о сборах на прогулку теперь формализована. �

Замечание 1. В играх с природой вместо полезностей часто
используют потери полезности или просто потери (loss). Их можно
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оценить как разность между наилучшей и фактической полезностями:
lij = maxuij − uij . Для нашего примера матрица потерь имеет вид

(lij) =

b1 b2

a1 0 1
a2 0.1 0.6
a3 0.9 0.4

Замечание 2. В постановке задачи мы предполагали, что состоя-
ние природы человеку с о в е р ш е н н о н е и з в е с т н о, и нет способа
его узнать. На самом деле ситуация не выглядит такой безнадежной.
Собираясь на прогулку, человек может посмотреть на барометр, послу-
шать прогноз погоды или выглянуть в окно, наконец. Иными словами,
обычно существуют косвенные признаки, по которым можно, пусть и
не достоверно, оценить состояние природы и с учетом этого принять
обоснованное решение. Такая постановка задачи является чрезвычайно
актуальной, мы ею займемся в параграфе 18.5., посвященном теории
статистических решений.

18.2. Критерии оптимальности

Имея числовую оценку полезности исходов, мы можем задачу
принятия решений при неопределенности поставить как задачу
выбора такой строки матрицы полезности (или потерь), которая
была бы в некотором смысле наилучшей. Проблема состоит в том,
что при одном состоянии природы лучшим является одно реше-
ние, а при другом состоянии — другое. Как же поступать, когда
состояние природы неизвестно?

Предварительный
анализ решений

Похожая задача сравнения строк матрицы
полезностей встречалась нам при принятии
решений по многим критериям (см. с. 45), и

мы начинали с того, что, введя понятие абсолютного доминирова-
ния, отбросили как заведомо неприемлемые те решения, которые
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п о в с е м критериям проигрывают. Оставшиеся решения соста-
вили множество Парето, пригодное для дальнейшего рассмотре-
ния.

Здесь мы будем поступать точно так же. Если при всех со-
стояниях природы одно решение хуже другого, то первое следует
отбросить из рассмотрения как заведомо неэффективное. Пред-
варительный отбор парето-эффективных решений в ряде случаев
позволяет существенно снизить размерность задачи. Алгоритмы
построения множества Парето мы рассматривали в гл. 16, поэто-
му впредь будем считать, что имеем дело только с решениями,
которые не уступают друг другу в смысле абсолютного домини-
рования. В примере со сборами на прогулку все три возможных
решения являются такими.

Вошедшие во множество Парето решения являются конкури-
рующими: нельзя увеличить полезность при одном состоянии при-
роды без уменьшения полезности при другом. Для дальнейшего
упорядочения решений в множестве Парето необходимо привлечь
дополнительное правило, позволяющее ц е л и к о м сравни-
вать между собой строки матрицы полезности. Такое правило на-
зывается критерием оптимальности. Критерий оптимальности
можно задать, определив оценочную функцию f(a), которая сво-
рачивает строку матрицы полезностей в одно число. Тогда

ai � ak, если f(ai) � f(ak).

Критериев оптимальности можно придумать сколько угодно.
Вопрос о выборе критерия лежит за границами математики, здесь
нужно, придерживаясь системного подхода, рассуждать чисто
прагматически — во имя какой более высокой цели мы решаем
задачу принятия решения.

Несмотря на такое разнообразие, на практике используется не-
большое число «классических» критериев оптимальности, разра-
ботанных в основном в 1920–1950-е годы. К ним относятся макси-
минный (минимаксный), оптимизма-пессимизма (Гурвица), ми-
нимаксного сожаления (Сэвиджа), критерий Байеса — Лапласа
и критерий Неймана — Пирсона. Рассмотрим их подробнее.
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Максиминный
критерий

Этот критерий, четко сформулированный
Джоном фон Нейманом (см. исторические за-
мечания в конце главы), отражает образ мыш-

ления беспросветного пессимиста, уверовавшего в пресловутый
закон Мёрфи: «... если какая-нибудь неприятность в принципе
может случиться, — она случается»2.

Следуя этому принципу, мы должны для каждой строки ai

найти наименее благоприятное состояние природы bj , при кото-
ром полезность минимальна. То есть оценочная функция равна
наихудшей (гарантированной) полезности fM (ai) = minj uij , и вы-
бор наилучшего решения производится по правилу

fM (ai) = min
j
uij → max .

П р и м е р. Для сборов на прогулку значения максиминной
оценочной функции приведены в третьем столбце:

b1 b2 fM (ai)
a1 1 0 0
a2 0.9 0.4 0.4
a3 0.1 0.6 0.1

Оптимальным выбором будет решение a2 (взять зонтик), в самом
неблагоприятном случае оно гарантирует получение 0.4 единицы
полезности. �

Максиминный критерий хорош своей осторожностью: «хуже
не будет», — однако иногда его рекомендации вступают в явное

2Данный шутливый философский принцип назван в честь майора Эдварда
Мёрфи (Edward Murphy), служившего в 1949 г. на базе ВВС США в Кали-
форнии. Его легендарное изречение: «Если существуют два способа сделать
что-либо, один из которых ведет к катастрофе, то кто-нибудь изберет имен-
но этот способ» — было сказано, когда пропеллер только что отремонтиро-
ванного самолета начал вращаться не в ту сторону. Как потом выяснилось,
техники установили детали задом наперед. Выражение попало в прессу и ста-
ло широко использоваться журналистами. Отечественные аналоги — «закон
подлости», «эффект бутерброда» и т. п.
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противоречие со здравым смыслом. Рассмотрим, например, сле-
дующую матрицу полезности:

b1 b2 . . . b100 fM (ai)
a1 0 1 . . . 1 0
a2 0.01 0.01 . . . 0.01 0.01

.

Несмотря на то, что при 99 из 100 состояний a1 явно лучше a2, а
при сотом чуть-чуть ему уступает, максиминный критерий пред-
почтет a2, уж очень он пессимистичный.

Замечание. При перехода от полезностей к потерям максиминный
критерий превращается в минимаксный:

f(ai) = max
j
lij → min .

Критерий оптимизма-
пессимизма (Гурвица)

Согласно этому критерию, предло-
женному лауреатом Нобелевской пре-
мии Леонидом Гурвицем (Гурвичем),

каждый человек не пессимист и не крайний оптимист, а что-то
среднее, его поведение описывается некоторым числом 0 � λ � 1
— показателем оптимизма (существуют психологические тесты,
позволяющие экспериментально определить этот показатель у
конкретного лица). Тогда для каждого решения можно составить
выпуклую комбинацию потерь, соответствующих наименее и наи-
более благоприятному для данного решения ai состоянию приро-
ды и использовать эту комбинацию как оценочную функцию:

fH(ai) = λmax
j
uij + (1 − λ) min

j
uij .

Очевидно, при λ = 0 (крайний пессимист) критерий Гурвица вы-
рождается в максиминный, а при λ = 1 — в «максимаксный».

П р и м е р. Пусть человеку, собирающемуся на прогулку,
присущ показатель оптимизма λ = 0.75, тогда оценочная функция
критерия Гурвица с т а к и м п о к а з а т е л е м о п т и м и з м а
примет следующие значения:
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b1 b2 fH(ai)
a1 1 0 0.750
a2 0.9 0.4 0.775
a3 0.1 0.6 0.475

Оптимальный выбор опять в пользу зонтика. �

Замечание. Как следует из его определения, критерий Гурвица
не единственный. Существует целый континуальный класс критериев
Гурвица, различающихся показателем оптимизма λ.

Критерий минимаксного
сожаления (Сэвиджа)

Этот критерий моделирует психоло-
гию поведения человека, которого
мучают угрызения совести по поводу
неудачного решения: «Эх, знал бы,

что дело так повернется, сделал бы по-другому, ведь говорил мне
внутренний голос...» Допустим, что внутренний голос был прав,
и он угадал, что природа находится в некотором состоянии bj .
Тогда наилучшее в данном состоянии решение имеет полезность,
равную max

i
uij . Если же человек, вопреки своему внутреннему

голосу, принял решение ai, которое принесло полезность uij , то
он будет испытывать сожаление, величина которого может быть
измерена разностью sij = max

i
uij − uij .

Критерий минимаксного сожаления предлагает прежде всего
перейти по этой формуле от матрицы полезностей к матрице со-
жалений, а затем применить к последней минимаксный критерий.
Таким образом, выбор оптимального решения по критерию Сэви-
джа производится по правилу

fS(ai) = max
j
sij → min .

П р и м е р. Для сборов на прогулку матрицы полезности и
сожаления, а также оценочная функция по Сэвиджу имеют вид
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(uij) =

b1 b2

a1 1 0
a2 0.9 0.4
a3 0.1 0.6

. (sij) =

b1 b2 fS(ai)
a1 0 0.6 0.6
a2 0.1 0.2 0.2
a3 0.9 0 0.9

Как видим, и этот критерий рекомендует брать зонтик! �

Критерий Байеса
Имя этому критерию присвоил Абрахам
Вальд в честь выдающегося английского
математика XVIII века, одного из основа-

телей теории вероятностей (см. исторические замечания в конце
главы).

В то время как предыдущие рассмотренные критерии исхо-
дили из предположения о полной неопределенности относительно
состояний природы, критерий Байеса рассматривает их как с л у-
ч а й н ы е с о б ы т и я, вероятность которых априорно3 из-
вестна. Иначе говоря, он возвращает нас к ситуации принятия
решений п р и р и с к е, рассмотренной в предыдущей главе. Та-
кой подход имеет достаточно оснований, так как в распоряжении
ЛПР может быть надежная статистика об относительной частоте
появления или иных состояний природы.

Таким образом, с каждым решением ai связана лотерея

Li

[
ui1 . . . uin

p1 . . . pn

]
,

средняя ожидаемая полезность которой фигурирует в качестве
оценочной функции критерия Байеса

fB(ai) =
n∑

j=1

uijpj .

3Априорно, от лат. a priori — изначально, т. е. до опыта. Антоним апостери-
орно — после опыта.
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Байесовский подход, по-видимому, оправдан тогда, когда за-
дача о выборе решения является многократно повторяющейся, и
мы можем судить о качестве решений по некоторым средним ре-
зультатам.

П р и м е р. Пусть из предыдущих метеорологических на-
блюдений известно, что в данном месте в данное время года из
каждых пяти дней четыре ненастных, т. е. априорные вероятно-
сти p1 = 0.2, p2 = 0.8. Тогда, вычисляя математическое ожидание
полезностей для каждого из решений, имеем

b1 b2

p1 = 0.2 p2 = 0.8 fB(ai)

a1 1 0 0.2
a2 0.9 0.4 0.5
a3 0.1 0.6 0.5

Видим, что при такой неблагоприятной погодной статистике ре-
шения a2 и a3 являются одинаково оптимальными. �

Замечание 1. Критерий Байеса, так же как и критерий Гур-
вица, не является единственным. Каждому априорному распределе-
нию вероятностей состояний природы соответствует свой критерий, сле-
довательно, существует континуальный класс байесовских критериев.
В дальнейшем мы увидим, что этот класс обладает рядом замечатель-
ных свойств.

Замечание 2. Слабым местом критерия Байеса является необхо-
димость задания априорного распределения. В тех случаях, когда оно
неизвестно, но тем не менее есть желание воспользоваться этим крите-
рием, можно взять распределение р а в н о м е р н ы м

p1 = p2 = · · · = pn =
1
n
,

которое следует из так называемого принципа недостаточности ос-
нования, предложенным французским математиком Пьером Симоном
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Лапласом (см. исторические замечания в конце главы): если нет основа-
ний считать одно состояние природы более вероятным, их следует счи-
тать равновероятными. Критерий Байеса с равномерным априорным
распределением называют критерием Байеса — Лапласа или просто
критерием Лапласа.

Критерий
Неймана — Пирсона

С фамилией «Нейман» в русском напи-
сании обычно ассоциируется «великий»
Джон фон Нейман (von Neumann), а с

фамилией «Пирсон» — классик математической статистики Карл
Пирсон, но в данном случае это не так. Критерий назван по име-
нам Ежи Неймана (Jerzy Neyman) и Эгона Пирсона (см. истори-
ческие замечания в конце главы).

Данный критерий применяется в играх с двумя состояниями
природы, причем одно из этих состояний находится под особым
контролем. Для задания критерия вводится некоторая пороговая
величина u∗ (из каких соображений, нам пока безразлично), и все
решения, которые при контролируемом состоянии имеют полез-
ность, меньшую чем u∗, считаются недопустимыми. А из остав-
шихся допустимых решений лучшим считается то, у которого по-
лезность в другом (неконтролируемом) состоянии больше.

П р и м е р. Если предположить, что в нашем примере
контролируемым является состояние b1 (хорошая погода) и по-
лезность в этом состоянии не должна быть менее 0.5, то допу-
стимыми решениями будут a1 и a2, из которых a2 имеет большее
значение полезности при b2 и, следовательно, является оптималь-
ным по критерию Неймана — Пирсона с т а к и м п о р о г о м. �

Замечание. Критерий Неймана — Пирсона находит широкое при-
менение в математической статистике при решении задачи проверки
статистических гипотез. Глубокую связь между современной теорией
статистических решений и классической математической статистикой
мы специально обсудим в параграфе 18.6..
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Другие
критерии

Пятью классическими критериями оптимальности
их список далеко не заканчивается. Например, в
книге Мушика и Мюллера [19] в дополнение к пере-

численным предлагается использовать еще несколько (критерии
Ходжа — Лемана, Гермейера, критерий произведений и др.). Как
мы отмечали, выбор конкретного критерия лежит за границами
математики и определяется целью операции.

18.3. Графическая интерпретация
критериев оптимальности
при двух состояниях природы

Смешанные
решения

Решения a1, . . . , an, которые мы рассматривали
до сих пор, можно назвать простыми (в другой
терминологии чистыми), потому что в процес-

се принятия решения ЛПР может выбрать только одно из них.
Однако бывают ситуации, когда имеет смысл рассматривать не-
которую смесь простых решений.

Определение. Смешанным решением называется набор чи-

сел X = (x1, . . . , xm), где xi � 0,
m∑

i=1

xi = 1, задающих интенсив-

ности применения простых решений a1, . . . , am.

На практике используются два способа построения смешанно-
го решения из простых:

• диверсификация4 — реальная смесь, когда несколько про-
стых решений реализуются одновременно с различными ин-

4Диверсификация (от лат. diversus — разный, facere — делать) — вид дея-
тельности, направленный на снижение рисков путем распределения бизнеса.
Предполагается, что под воздействием внешних, непредсказуемых факторов
сразу все виды бизнеса не смогут прийти в упадок. Принцип диверсификации
— «не класть все яйца в одну корзину».
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тенсивностями. Самый жизненный пример — диверсифи-
кация портфеля инвестиций. Вместо того, чтобы вложить
все деньги в одно предприятие, инвестор распределяет ка-
питал в некоторых пропорциях между несколькими. Интен-
сивности здесь — доли капитала, вкладываемые в различные
предприятия;

• рандомизация — вероятностная смесь простых решений. Не
решаясь выбрать конкретное решение, ЛПР запускает слу-
чайный механизм (лотерею), который сам сделает выбор из
простых решений. Интенсивности в данном случае — это
предустановленные вероятности исходов в лотерее.

И в первом и во втором случаях полезность смешанного реше-
ния X в случае, когда природа находится в состоянии bj , опреде-
ляется л и н е й н о й функцией

uj(X) = u(X, bj) =
m∑

i=1

uijxi. (18.1)

В случае рандомизации это соотношение следует из теории по-
лезности Неймана — Моргенштерна (средняя ожидаемая полез-
ность), а при диверсификации его придется принять на веру
(к счастью, на практике оно выполняется с хорошей точностью).

П р и м е р. Собираясь на прогулку, человек принимает сле-
дующее смешанное решение. Бросается уравновешенная монета,
если выпадает «орел», то берется зонтик, а если «решка», то про-
исходит одевание по полной программе. Данное решение является
рандомизированным, ему соответствует лотерея

X =

[
a1 a2 a3

0 0.5 0.5

]
,

полезность которой при различных состояниях природы равна

u(X, b1) = 1 · 0 + 0.9 · 0.5 + 0.1 · 0.5 = 0.5,
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u(X, b2) = 0 · 0 + 0.4 · 0.5 + 0.6 · 0.5 = 0.5. �

Смешанные решения существенно расширяют класс доступ-
ных человеку решений. С ними можно обращаться точно так же,
как и с обычными (простыми) решениями, в частности отыски-
вать среди них решения, оптимальные по тому или иному крите-
рию. При этом из-за расширения множества, на котором ведется
оптимизация, часто удается добиться лучших результатов, при-
чем оптимальные решения оказываются существенно диверсифи-
цированными или рандомизированными. Однако так как класс
смешанных решений имеет мощность континуума, то метод пере-
бора для поиска оптимального решения здесь неприемлем, следу-
ет применять другие методы, в частности методы математическо-
го программирования или, в простейших случаях, графические
методы.

Область решений и
область полезности

Если число простых решений равно m,
смешанное решение X = (x1, . . . , xm)
представляется точкой в m-мерном ли-

нейном пространстве, а множество всех возможных смешан-
ных решений, называемое областью допустимых решений
D = {X |xi � 0,

∑
xi = 1}, образует m-мерный симплекс, верши-

ны которого соответствуют простым решениям. Поскольку по-
следняя переменная не является независимой, а определяется

предыдущими: xm = 1−
m−1∑
i=1

xi, его можно отобразить на прямую

или плоскость, когда m равно двум или трем.

П р и м е р. На рис. 18.1, а приведена область решений D
для m = 3. Она представляет собой треугольную область, вер-
шины которой соответствуют простым решениям. Построенная в
предыдущем примере смесь X из a2, a3 изображается точкой, ле-
жащей на середине соединяющего их отрезка. �

Любое решение X, простое или смешанное, при каждом со-
стоянии природы b1, . . . , bn дает полезности u1(X), . . . , un(X) со-
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Рис. 18.1. Область допустимых решений (а) и область по-
лезности (б ) для примера со сборами на прогулку

ответственно, которые можно представить себе точкой в линейном
n-мерном пространстве полезностей, при этом вся область реше-
ний отображается в область полезности U .

Замечание 1. Отображение решений в полезности хорошо опи-
сывается средствами линейной алгебры. Интенсивности и полезности,
чтобы подчеркнуть их многомерный характер, будем обозначать стрел-
ками:

−→
X = (x1, . . . , xm)T , −→u (

−→
X ) = (u1, . . . , un)T . Если матрицу полез-

ности простых решений обозначить U = (uij)m×n, то полезность сме-
шанного решения определится произведением

−→u (
−→
X ) = UT−→X. (18.2)

Легко убедиться, что смесь (выпуклая комбинация) решений отоб-
разится в выпуклую комбинацию соответствующих полезностей:

−→u
(
λ
−→
X 1 + (1 − λ)

−→
X 2

)
= λUT−→X 1+(1−λ)UT−→X 2 = λ−→u (

−→
X 1)+(1−λ)−→u (

−→
X 2).

Отображение области решений в область полезности может быть не
взаимно однозначным, более того, пространства решений и полезностей
могут иметь различную размерность. Но, хотя одинаковые полезности
могут соответствовать различным решениям, для нас эти решения яв-
ляются равноценными. Поэтому мы вполне можем отождествить точки
области полезности с решениями. Когда же нам потребуются сами ин-
тенсивности

−→
X , мы сможем определить их, решая обратную задачу. Для
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этого необходимо найти одно из н е о т р и ц а т е л ь н ы х решений
системы линейных уравнений

UT−→X = −→u ∗,
x1 + · · · + xn = 1,

где u∗ — вектор координат выбранной точки в области полезности.

Замечание 2. В самой общей постановке число простых решений
может быть бесконечным и даже несчетным. В этом случае область
полезности представляет собой не выпуклый многогранник с конечным
числом вершин, а некоторое многомерное выпуклое тело с непрерывной
границей.

В случае двух состояний природы область полезности можно
изобразить графически. Если по оси абсцисс откладывать полез-
ность решения при первом состоянии природы, по оси ординат —
при втором, тогда простые решения отобразятся в конечное мно-
жество точек на плоскости, а бесконечное множество смешанных
решений отобразится в их выпуклую оболочку. В качестве приме-
ра на рис. 18.1, б приведена область полезности для задачи сбора
на прогулку и показано отображение нескольких решений (в том
числе одного смешанного) на данную область.

Рассматривая точки области полезности, можно исключить из
рассмотрения заведомо неэффективные, т. е. те, которые домини-
руются другими, имеющими бо́льшие значения полезности при
обоих состояниях природы (на графике они располагаются пра-
вее и выше). Останется множество Парето, которое представляет
собой северо-восточную границу области полезности (на рис. 18.1
она выделена жирной линией).

Для выбора оптимального решения среди парето-
эффективных следует применить описанные выше критерии
оптимальности. Сейчас мы рассмотрим для каждого из пяти
введенных критериев простой геометрический способ нахождения
оптимального решения.
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Максиминный
критерий

Для нахождения решения, оптимального по
данному критерию, нужно найти такую точку
(u1, u2) области полезности, что

min (u1, u2) → max . (18.3)

Для графического определения такой точки сделаем вспомога-
тельное построение: нарисуем график функции, заданной урав-
нением min (u1, u2) = const (рис. 18.2, а). Его удобно изучать
отдельно в каждой из полуплоскостей, разделенных прямой

0.2

0.6

0.4 0.8 1.00

0.2

0.4
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Рис. 18.2. Графическое нахождение решения, оптимального
по максиминному критерию

u1 = u2. В юго-восточной части, где u1 > u2, уравнение имеет
вид u2 = const, а в северо-западной полуплоскости u1 = const.
Сшивая два луча по биссектрисе, видим, что график функции
представляет собой прямоугольный клин с вершиной на биссек-
трисе и сторонами, параллельными координатным осям. Увели-
чение параметра const приводит к сдвигу клина в направлении,
указанном стрелкой.

Для нахождения точки области полезности, удовлетворяющей
требованию (18.3), проделаем следующую процедуру: будем дви-
гать клин по биссектрисе вверх (увеличивая значение const) до
тех пор, пока у него будут общие точки с областью полезно-
сти (рис. 18.2, б ). Из рисунка видно, что последней точкой об-
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ласти является точка (0.5, 0.5)T . Она лежит на биссектрисе и со-
ответствует смешанному решению X, построенному в примере на
с. 156. Максиминная (гарантированная) полезность, обеспечивае-
мая этим решением, равна fM (X) = min

(
u1(X), u2(X)

)
= 0.5.

Замечание 1. На этом примере хорошо видно, что смешанные ре-
шения позволяют увеличить гарантированную полезность по сравнению
с простыми. Действительно, если бы мы рассматривали только верши-
ны области полезности и не учитывали ее внутренность, то последнее
касание клина с областью наступило бы в точке a2. Гарантированная
полезность этого простого решения fM (a2) = min

(
u1(a2), u2(a2)

)
= 0.4.

Гарантия на практике означает следующее. Если смесь осуществ-
ляется посредством диверсификации, то полезность в с е г д а будет
не менее гарантированного значения при любом состоянии природы,
именно поэтому диверсификация бизнеса является надежным способом
защиты от капризов рынка. Если же смесь получается рандомизаци-
ей, то превышение гарантированного минимума будет обеспечиваться
в с р е д н е м.

Замечание 2. Если вместо полезности рассматриваются потери,
то максиминный критерий превращается в минимаксный. Легко прове-
рить, что графические построения, в принципе, остаются теми же, но
прямоугольный клин будет иметь раскрыв не вперед, а назад, и дви-
жение его будет происходить до п е р в о г о касания с областью
полезности.

Критерий
оптимизма-
пессимизма

Для критерия Гурвица нужно найти такую точку
области полезности, в которой

λmax(u1, u2) + (1 − λ) min(u1, u2) → max .

Как и прежде, рассмотрим уравнение линии

λmax(u1, u2) + (1 − λ) min(u1, u2) = const. (18.4)

В северо-западной полуплоскости u2 > u1, следовательно,
max(u1, u2) = u2,min(u1, u2) = u1, и уравнение (18.4) описыва-
ет прямую λu2 + (1 − λ)u1 = const (рис. 18.3, а). В юго-восточной
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Рис. 18.3. Графическое нахождение решения, оптимального
по критерию оптимизма-пессимизма

полуплоскости это же выражение описывает «зеркальное отра-
жение» λu1 + (1 − λ)u2 = const. Сшивая лучи на биссектрисе,
видим, что линия, описываемая уравнением (18.4), представля-
ет собой клин, угол раскрыва которого определяется показателем
оптимизма λ. При 0 � λ < 0.5 стороны клина раскрыты вперед,
при 0.5 < λ � 1 — назад.

П р и м е р. В задаче о сборах на прогулку зададимся по-
казателем оптимизма λ = 0.75. Процесс нахождения решения по
критерию Гурвица с таким показателем показан на рис. 18.3, б.
Двигая раскрытый назад клин, видим, что вершина a2 являет-
ся последней точкой касания этого клина с областью полезности.
Оптимальное решение получилось простым (не смешанным). �

Замечание. Сделаем одно любопытное наблюдение. Рассматри-
вая, как ведет себя клин при различных λ, легко заметить, что при
λ < 0.5 (человек скорее пессимист, чем оптимист) будут чаще полу-
чаться рандомизированные решения, чем при λ > 0.5 (человек склонен
к оптимизму). Не есть ли это математическое проявление психологи-
ческой закономерности: пессимист чаще сомневается и старается укло-
ниться от вынесения окончательного решения?
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Критерий
минимаксного
сожаления

Перейдем к критерию Сэвиджа. Здесь прежде
всего нужно перейти от полезностей к сожале-
ниям (потерям полезностей). На графике это
будет соответствовать построению новой си-

стемы координат s1, s2, начало которой сдвинуто на величины,
соответствующие максимальным значениям u1, u2, а оси направ-
лены влево и вниз (рис. 18.4).
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Рис. 18.4. Графическое нахождение решения, оптимального
по критерию минимаксного сожаления

Из замечания 2 к максиминному критерию (см. с. 161) сле-
дует, что при работе с потерями прямоугольный клин с лучами,
направленными вправо и вверх, нужно двигать от начала новой
системы координат по биссектрисе (в нашем случае влево вниз)
до соприкосновения с областью.

П р и м е р. Как видно из рис. 18.4, в нашем продолжа-
ющемся исследовании сборов на прогулку решение, оптимальное
по критерию минимаксного сожаления, получается смешанным,
представляющим собой смесь простых решений a2 и a3 с интен-
сивностями x2 и x3 соответственно. Заметим при этом, что оно
обеспечивает несколько меньшую гарантированную величину со-
жалений, чем простое решение, полученное в примере на с. 151,
поскольку клин можно еще продвинуть, прежде чем он коснется
ближайшей вершины a2.
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Для нахождения численных значений интенсивностей примем
во внимание, что оптимальная точка (вектор)

−→
XS = (s1, s2)T

представляет собой выпуклую комбинацию точек (векторов)−→a 2 = (0.1, 0.2)T и −→a 3 = (0.9, 0.1)T , а также тот факт, что абсцис-
са и ордината

−→
XS совпадают. Отсюда имеем систему уравнений

(все координаты в новой системе координат)

x2

(
0.1
0.2

)
+ x3

(
0.9
0

)
=

(
s1

s2

)
,

x2 + x3 = 1,
s1 = s2.

Решая ее, получаем x2 = 0.9, x3 = 0.1, минимаксное сожаление
fS(XS) = 1.8.

Применительно к нашей задаче интенсивности можно интер-
претировать как вероятности выбора простых решений. Таким
образом, критерий минимаксного сожаления рекомендует, чтобы
всякий раз перед выходом из дома вы разыгрывали лотерею, в
которой вероятность взять зонтик составляет 0.9, а вероятность
одеться для непогоды 0.1. В этом случае сожаления, усредненные
по многим прогулкам, будут минимальными. �

Критерий
Байеса

Для этого критерия необходимо найти точку (u1, u2)
области полезности, в которой оценочная функция,
представляющая собой математическое ожидание

полезности смешанного решения X, максимальна:

fB = p1u1 + p2u2 → max,

где p1, p2 (p1 + p2 = 1) — известное априорное распределение
вероятностей для двух состояний природы.

Как и прежде, рассмотрим параметрическое семейство линий
p1u1 + p2u2 = const (рис. 18.5, а). Это — прямые, наклон которых
определяется априорным распределением. При бо́льших значени-
ях p1 они располагается круче. Предельные положения (верти-
кальное и горизонтальное) соответствуют вырожденным случаям
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Рис. 18.5. Графическое нахождение решения, оптимального
по критерию Байеса

p1 = 1 и p1 = 0. При изменении const прямая, сохраняя наклон,
перемещается параллельно самой себе.

Процедура нахождения решения, оптимального по критерию
Байеса, заключается в построении прямой, наклон которой соот-
ветствует априорному распределению вероятностей и параллель-
ному перемещению этой прямой до последнего соприкосновения с
областью полезности.

П р и м е р. На рис. 18.5, б показана реализация этой проце-
дуры для стандартного примера в предположении, что состояния
природы равновероятны, т. е. p1 = p2 = 0.5. Угол наклона прямой
составляет −45◦, оптимальным оказалось простое решение a2. �

Замечание. При использование критерия Байеса получение сме-
шанного решения маловероятно. Это случается лишь тогда, когда на-
клон байесовской прямой в точности совпадает с наклоном одной из
сторон многоугольной области полезности. Однако и в этом случае все
точки, лежащие на этой стороне, будут одинаково оптимальными, точно
так же, как и концевые вершины (в том смысле, что средние ожидаемые
полезности для них одни и те же), поэтому мы можем выбрать любую из
концевых крайних точек в качестве решения, полностью отказавшись
от смешивания.
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Критерий
Неймана — Пирсона

Геометрический смысл критерия мы по-
кажем сразу на примере. Пусть кон-
тролируемым является состояние приро-

ды b1 (хорошая погода), и полезность в этом состоянии не должна
быть меньше установленного порога 0.5. В отличие от примера на
с. 154, где учитывались только простые решения, здесь мы будем
рассматривать всю область полезности (рис. 18.6). Согласно пра-
вилу критерия, допустимыми считаются только те решения, ко-
торым соответствуют точки с абсциссой u1 не менее 0.5; эта часть
области оставлена ярко закрашенной. Затем среди допустимых
решений следует найти точку с наибольшей ординатой u2. Как
видно из рисунка, ею является точка XN , соответствующая неко-
торому смешанному решению.

0.2

0.6

0.4 0.8 1.00

0.2

0.4

0.6

Рис. 18.6. Графическое нахождение решения, оптимального
по критерию Неймана — Пирсона

Заметим, что хотя мы требовали н е с т р о г о г о нера-
венства u1(XN ) � u∗, оптимальная точка получилась такой, для
которой в т о ч н о с т и u1(XN ) = u∗. Этот факт следует
из того, что область полезности является выпуклой, а ее граница,
образующая множество Парето, представляет собой непрерывную
монотонно убывающую функцию. Решения, оптимальные по кри-
терию Неймана — Пирсона, получаются, как правило, смешанны-
ми, и именно смешение позволяет за счет использования «запаса»
по полезности u1 увеличить полезность u2.
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В нашем случае XN есть смесь решений a2 и a3 с интенсивно-
стями x2, x3. Применяя методику, использованную в примере на
с. 163, и учитывая, что там были сожаления, а здесь полезности,
составляем уравнения для интенсивностей

x2

(
0.9
0.4

)
+ x3

(
0.1
0.6

)
=

(
u1

u2

)
,

x2 + x3 = 1,
u1 = 0.5.

Отсюда x2 = x3 = 0.5, т. е. для реализации смешанного решения,
оптимального по критерию Неймана — Пирсона с т а к и м
п о р о г о м, достаточно бросить уравновешенную монету.

Множество Парето и
байесовские решения

Посмотрим еще раз на те решения, кото-
рые были приняты нами в качестве опти-
мальных по пяти различным критериям.
Несмотря на то, что каждый из них ука-

зывает свою точку области полезности, все они находятся на ее
северо-восточной границе, т. е. принадлежат множеству Парето.

Множество Парето представляет для нас особый интерес, тем
более, что существует весьма интересная и полезная связь меж-
ду ним и классом байесовских решений. Прежде чем выяснить
эту связь, уточним, что мы имеем в виду, говоря о «классе байе-
совских решений». Рассматривая критерий Байеса, мы заметили,
что он не единственный, существует целый континуальный класс
критериев Байеса, различающихся априорным распределением.
Для каждого элемента класса найдется решение, оптимальное по
этому критерию, совокупность таких решений и образует класс
байесовских критериев.

В двумерном случае это класс легко построить графически.
Пусть U — некоторая область полезности (рис. 18.7, а). В ситуа-
ции с конечным числом простых решений она является выпуклым
многоугольником, а в общем случае представляет собой произ-
вольную выпуклую область.
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Рис. 18.7. Класс байесовских решений в двумерном случае (а);
максиминное решение как частный случай байесовского (б )

Как следует из геометрической интерпретации критерия Бай-
еса, класс байесовских решений есть геометрическое место точек
касания байесовских прямых, «перекатывающихся» при измене-
нии априорного распределения из горизонтального положения в
вертикальное. Поскольку U выпукла, точка касания пробежит
при этом всю северо-восточную границу. Таким образом, мы в
простейшем случае геометрически показали очень важное свой-
ство: класс байесовских решений совпадает с множеством эф-
фективных решений (множеством Парето). Это утверждение,
сформулированное в общем виде, составляет содержание так на-
зываемой Теоремы о полноте класса байесовских решений. Она
указывает на особую роль байесовского критерия оптимально-
сти: решение, полученное по любому разумному критерию, мо-
жет быть получено и по байесовскому при подходящем подборе
априорного распределения.

Все рассмотренные выше критерии (максиминный, Гурвица,
Сэвиджа, Неймана — Пирсона) относятся к числу разумных, по-
этому соответствующие им решения также могут быть получе-
ны из байесовского критерия; вопрос в том, каково при этом
должно быть априорное распределение. Весьма интересно этот
вопрос решается для максиминного критерия. Поскольку доказа-



18.3. Графическая интерпретация критериев оптимальности 169

тельство для общего случая довольно сложное, мы опять восполь-
зуемся графической иллюстрацией при двух состояниях природы
(см. рис. 18.7, б ).

Зафиксируем некоторое априорное распределение вероятно-
стей p1, p2, построим байесовскую прямую и будем двигать ее до
точки касания Xp. Эта точка соответствует оптимальному реше-
нию для данного распределения. Если обозначить полезности оп-
тимального решения при обоих состояниях природы через u∗1, u∗2,
то средняя полезность, которая является оценочной функцией для
байесовского критерия, будет равна fB = p1u

∗
1 + p2u

∗
2. Она имеет

наглядный геометрический смысл: это абсцисса (и ордината тоже)
точки пересечения байесовской прямой с биссектрисой. Действи-
тельно, для всех точек байесовской прямой p1u1 + p2u2 = const, и
для двух отмеченных точек имеем равенство

p1u
∗
1 + p2u

∗
2 = p1Mp + p2Mp = (p1 + p2)Mp = Mp.

Подобные построения можно проделать для каждого апри-
орного распределения. Каждый раз будет получаться свое

Рис. 18.8. Наименее бла-
гоприятное распределе-

ние pM

оптимальное решение, и этому решению
будут соответствовать свои средние по-
тери. Если изобразить графически зави-
симость этих потерь от априорного рас-
пределения (достаточно изменять p1, так
как p2 = 1 − p1), то получится кривая,
подобная приведенной на рис. 18.8. Ми-
нимум на этой кривой вполне закономе-
рен. Когда байесовская прямая перека-
тывается из горизонтального положения
в вертикальное, в силу выпуклости мно-
жества Парето абсцисса точки ее пересечения с биссектрисой сна-
чала уменьшается, а затем снова увеличивается. Минимум будет
соответствовать такому положению прямой, когда точка касания
находится в месте пересечения биссектрисы с областью полезно-
сти, именно там, где располагается точка, соответствующая опти-
мальному по максиминному критерию решению.



170 Глава 18. Принятие решений при неопределенности

Итак, мы установили важное свойство, связывающее макси-
минный и байесовский критерии: максиминное решение являет-
ся байесовским при наименее благоприятном априорном распре-
делении pM . Это свойство широко используется в математической
статистике.

18.4. Оптимальные решения
при многих состояниях природы

Графическое нахождение оптимального решения при двух со-
стояниях природы носит иллюстративный характер. В общем слу-
чае, когда числе состояний природы n � 2, задача нахождения
оптимального смешанного решения ставится так.

Пусть
−→
X = (x1, . . . , xm)T — смешанное решение. Согласно

(18.2), полезность его при n различных состояниях природы опре-
делится вектором −→u (

−→
X ) = (u1(X), . . . , un(X))T = UT−→X .

Задание критерия оптимальности эквивалентно определению
оценочной функции f, которая сворачивает этот вектор в одно
число f(

−→
X ) = f(U

−→
X ). Тогда нахождение решения, оптимального

по выбранному критерию, описывается следующей задачей мате-
матического программирования:

f(
−→
X ) → max,

m∑
i=1

xi = 1,

xi � 0, i = 1, . . . ,m.

Можно показать, что для некоторых классических критериев
проблему можно свести к решению задачи линейного программи-
рования.



18.4.. Оптимальные решения при многих состояниях природы171

Максиминный
(минимаксный)
критерий

Рассмотрим максиминный критерий. Если
ЛПР хочет получить г а р а н т и р о в а н н у ю
полезность v1 и эта полезность должна быть
максимальной, ему нужно найти такой набор

чисел X = (x1, . . . , xm), что
m∑

i=1

xi = 1,

xi � 0, i = 1, . . . ,m,

u(X, bj) =
m∑

i=1

uijxi � v1, j = 1, . . . , n,

v1 → max .

Переходя к новым переменным x̃i = xi/v1, получаем эквива-
лентную задачу линейного программирования5

L1 =
m∑

i=1

x̃i =
1
v1

→ min,

m∑
i=1

uij x̃i � 1, j = 1, . . . , n, (18.5)

x̃i � 0, i = 1, . . . ,m.

Решая ее, находим оптимальные значения x∗i и v
∗
1 = 1/L∗

1. Отсюда,
возвращаясь к старым переменным, x∗i = v∗1x̃i.

Если ищется не максиминная, а минимаксная оптимальная
стратегия, минимизирующая гарантированные потери v2, то соот-
ветствующая ей задача линейного программирования имеет вид

m∑
i=1

xi = 1,

5Переход допустим, когда v1 > 0. Такое соотношение имеет место, если все
полезности считать строго положительными: uij > 0. Это предположение не
снижает общности рассуждений, так как полезности, измеряемые в шкале
интервалов, всегда можно задавать в положительной области.
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xi � 0, i = 1, . . . ,m,

l(X, bj) =
m∑

i=1

lijxi � v2, j = 1, . . . , n,

v2 → min,

которая после замены переменных x̃i = xi/v2 запишется как

L2 =
m∑

i=1

x̃i =
1
v2

→ max,

m∑
i=1

lij x̃i � 1, j = 1, . . . , n, (18.6)

x̃i � 0, i = 1, . . . ,m.

Замечание. Для критерия минимаксного сожаления (Сэвиджа)
процедура нахождения смешанного оптимального решения аналогична
описанной выше. Производится преобразование матрицы полезности в
матрицу сожалений, затем находится минимаксное смешанное решение.

П р и м е р. Рассмотрим простейшую задачу о диверсифика-
ции инвестиций. Предположим, у ЛПР имеется капитал, который
можно разместить по трем направлениям:

a1 — положить деньги в банк;
a2 — вложить капитал в предприятие с небольшим доходом,

но относительно малым риском (например, торговлю);
a3 — купить акции потенциально высокодоходного, но риско-

вого предприятия (производство).

Состояния природы соответствуют экономической ситуации,
которая в прогнозном периоде может развиваться по трем сцена-
риям:

b1 — в экономике спад;
b2 — стагнация;
b3 — экономический рост.
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Доход от вложенного капитала по каждому из направлений
при трех возможных экономических ситуациях приведен ниже;
цифры, конечно, условные.

Направления Доход, %
вложения Спад Стагнация Рост

Банк 9 7 5
Торговля 7 10 11
Производство 0 20 100

ЛПР, следуя мудрому принципу «не класть все яйца в одну
корзину», решает диверсифицировать инвестиции: долю x1 поло-
жить на банковский счет, долю x2 вложить в торговлю, долю x3

направить на производство.
Если ЛПР выбирает осторожную стратегию ведения бизнеса

и хочет максимизировать гарантированный доход, то задача ли-
нейного программирования (18.5) запишется в виде

L1 =x̃1 + x̃2 + x̃3 → min,
9x̃1 + 7x̃2 + 0x̃3 � 1,
7x̃1 + 10x̃2 + 20x̃3 � 1,
5x̃1 + 11x̃2 + 100x̃3 � 1,
x̃1, x̃2, x̃3 � 0.

Самый простой способ решить эту задачу — воспользоваться
электронной таблицей Excel [9, часть II, с. 211]. В результате име-
ем X̃∗ = (0.0780, 0.0426, 0.0014); L∗

1 = 0.1220. Возвращаясь к ис-
ходным переменным, получаем рекомендацию положить на счет в
банке 64% имеющихся денег, вложить в торговлю 35%, на остав-
шийся 1% купить акций производственной компании. При этом в
любой экономической ситуации гарантируется доход 8.19%.
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Если же ЛПР выбирает стратегию минимаксного сожаления,
то ему следует построить матрицу потери полезности (сожалений)

(lij) = (sij) =

⎛
⎜⎝0 14 95

2 10 89
9 0 0

⎞
⎟⎠

и решить задачу линейного программирования (18.6). В итоге по-
лучаем, что 91% капитала следует вложить в производство, а 8%
поместить в банк. �

Критерий
Байеса

Оценочная функция байесовского критерия с
априорным распределением вероятностей состо-
яний природы p1, . . . , pn имеет вид

fB(
−→
X ) =

n∑
j=1

pjuj(
−→
X ) =

n∑
j=1

pj

m∑
i=1

uijxi =
m∑

i=1

xi

n∑
j=1

pjuij

︸ ︷︷ ︸
ci

=
m∑

i=1

cixi,

следовательно, оптимальное решение определяется задачей

fB(
−→
X ) =

m∑
i=1

cixi → max,

m∑
i=1

xi = 1,

xi � 0.

Решение этой задачи тривиально: все значения x∗i равны ну-
лю, кроме одного единичного, которое соответствует наибольшей
ожидаемой полезности ci =

∑
pjuij . Таким образом, оптимальное

по Байесу решение получается простым (несмешанным).
Замечание. Нельзя не заметить сильного формального сходства

многокритериального анализа и задач принятия решений при неопре-
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деленности. И в том и в другом случае строится матрица полезности ре-
шений, после чего происходит предварительный отбор разумных вари-
антов путем построения множества Парето. Их дальнейшее упорядоче-
ние производится с помощью функции, сворачивающей строку матрицы
полезности решений в одно число. В многокритериальных задачах эта
функция назвалась функцией ценности, в играх с природой — оценоч-
ной функцией. Линейной функции ценности соответствует байесовская
оценочная функция, свертке Гермейера — максиминная.

Далее, нахождение оптимального смешанного решения эквивалент-
но специфической задаче многоцелевого математического программи-
рования, в которой множество допустимых решений представляет со-
бой многомерный симплекс

∑
xi = 1, xi � 0. Сравнение можно продол-

жать, в частности, метод последовательных уступок для двух критери-
ев — прямая аналогия нахождения решения, оптимального по критерию
Неймана — Пирсона.

18.5. Статистические решения

Постановка
задачи

До сих пор мы рассматривали ситуацию, когда ли-
цо, выносящее решение, не обладает никакой ин-
формацией о состоянии природы, то есть решение

принималось в условиях полной неопределенности. На практи-
ке полная неопределенность встречается редко; наблюдатель, как
правило, имеет возможность по косвенным признакам догады-
ваться о состоянии природы. Рассмотрим, к примеру, поведение
врача, принимающего пациента. Пациент (т. е. природа) может
находиться в нескольких состояниях — быть здоровым или бо-
леть какой-либо болезнью. Врач, в свою очередь, может выне-
сти несколько решений: признать пациента здоровым, прописать
лекарство, назначить операцию и т. п. Матрица соответствую-
щих полезностей, в принципе, может быть известна врачу еще
до того, как больной переступил порог его кабинета, однако ни-
какой врач не станет выносить решения, глядя только на эту
матрицу и рассуждая по принципу минимаксного сожаления или
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оптимизма-пессимизма. Он обязательно осмотрит больного, изме-
рит ему температуру, если нужно, назначит лабораторное иссле-
дование. Другими словами, ЛПР (в нашем случае врач) с т а в и т
э к с п е р и м е н т, результатом которого является некоторая ве-
личина (или совокупность величин) z, зависящая от состояния
природы.

Если бы зависимость z = F (b) была детерминированной, т. е.
функциональной, то вынесение наилучшего решения не вызыва-
ло бы затруднений. Определив по прошлому опыту вид этой за-
висимости и измерив z, можно было бы определить неизвестное
состояние природы b = F−1(z), затем выбрать решение, которое
п р и и з в е с т н о м теперь b дает наибольшую полезность.

В жизни все сложнее. Как правило, зависимость наблюдений
от состояния природы бывает не детерминированной, а стати-
стической, т. е., в принципе, при любом состоянии природы bj
могут наблюдаться любые значения z (повышенная температу-
ра может оказаться и у здорового человека, и наоборот, опасное
заболевание может протекать бессимптомно), только вероятности
этих значений p(z/bj) меняются в зависимости от bj .

Набор условных распределений p(z/bj) п р е д п о л а г а е т с я
и з в е с т н ы м, исходя из предыдущего жизненного опыта. Задача
состоит в том, чтобы на основании наблюдаемого в эксперимен-
те значения z вынести некоторым наилучшим образом решение.
Такое решение называется статистическим.

П р и м е р. Продолжим задачу с одеванием на прогулку.
Состояния природы, возможные решения и матрица полезностей
останутся прежними, но теперь мы дополним пример статистиче-
ским экспериментом. Пусть наблюдатель, прежде чем одеваться,
смотрит на барометр. Для простоты будем считать, что множе-
ство показаний барометра включает только три возможных зна-
чения: z1 — «ясно», z2 — «переменно», z3 — «осадки». Из преды-
дущего опыта известно, что данный экземпляр барометра харак-
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теризуется следующими значениями условных вероятностей:

p(zk|pj) =

b1 b2

z1 0.6 0.1
z2 0.3 0.4
z3 0.1 0.5

Это — совсем неплохой барометр. Если на улице реально будет
дождь, он предсказывает его с вероятностью 0.5, неустойчивую
погоду — с вероятностью 0.4 и грубо ошибается, предсказывая
«ясно», только с вероятностью 0.1. �

Замечание. Степень информативности эксперимента может быть
численно измерена расхождением (дивергенцией) соответствующих
условных распределений. На этом принципе построена формула для
вычисления дивергенции по Кульбаку — Лейблеру6:

DKL =
∑

k

p(zk|b1) log
p(zk|b1)
p(zk|b2) .

Из нее следует, в частности, что если распределения совпадают, то
дробь равна единице, ее логарифм — нулю, т. е. эксперимент не несет
информации о состояниях природы.

Статистические
решающие функции

Задача ЛПР состоит в том, чтобы вы-
брать конкретное решение в зависимо-
сти от наблюдаемого исхода эксперимен-

та. Для этого он должен иметь алгоритм, правило, которое каж-
дому наблюдаемому значению z ставит в соответствие некоторое
решение. Этот алгоритм формируется у врача, например, в про-
цессе обучения и полностью характеризует его профессиональные
качества.

С математической точки зрения алгоритм принятия решения
равносилен заданию функции a = δ(z), которая отображает мно-
жество наблюдений во множество решений, она называется ста-
тистической решающей функцией.

6См. Кульбак С. Теория информация и статистика. М.: Наука, 1967.
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Число различных решающих функций в реальных условиях
велико или даже бесконечно, но в случае конечных множеств на-
блюдений и решений поддается подсчету. Если число значений
случайной величины z равно K, а число простых решений равно
m, то количество решающих функций M = mK .

П р и м е р. В нашем примере число состояний барометра
K = 3, число простых решений m = 3, поэтому возможно всего
33 = 27 различных решающих функций. Все они перечислены в
табл. 18.1 в лексикографическом порядке. Здесь указаны все воз-
можные решающие функции, а не только разумные. Например,
δ22 моделирует поведение человека, который решил делать все
наоборот: если барометр показывает «ясно» — надевать пальто
и шляпу, «переменно» — брать зонтик, а если барометр обеща-
ет «осадки» — выходить раздетым. Но это тоже определенный
принцип поведения, и он учитывается в модели. �

Таблица 18.1. Статистические решающие функции в примере
со сборами на прогулку

δ1 δ2 δ3 δ4 δ5 δ6 δ7 δ8 δ9

z1 a1 a1 a1 a1 a1 a1 a1 a1 a1

z2 a1 a1 a1 a2 a2 a2 a3 a3 a3

z3 a1 a2 a3 a1 a2 a3 a1 a2 a3

δ10 δ11 δ12 δ13 δ14 δ15 δ16 δ17 δ18

z1 a2 a2 a2 a2 a2 a2 a2 a2 a2

z2 a1 a1 a1 a2 a2 a2 a3 a3 a3

z3 a1 a2 a3 a1 a2 a3 a1 a2 a3

δ19 δ20 δ21 δ22 δ23 δ24 δ25 δ26 δ27

z1 a3 a3 a3 a3 a3 a3 a3 a3 a3

z2 a1 a1 a1 a2 a2 a2 a3 a3 a3

z3 a1 a2 a3 a1 a2 a3 a1 a2 a3
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Если из всего множества статистических решающих функций
выбрать какую-нибудь конкретную и на ней остановиться, то уча-
стие человека в вынесении решения уже не требуется. Нужно
механически подставить наблюдаемый результат эксперимента в
функцию и получить готовое решение: о д н а решающая функ-
ция годится н а в с е случаи жизни, так как она определена на
всех возможных значениях z.

Оптимальные
решающие функции

Основная задача теории статистических
решений состоит в том, чтобы помочь
ЛПР из всего множества возможных ре-
шающих функций выбрать одну, наилуч-

шую в некотором смысле. Для этого необходимо ввести количе-
ственную меру качества решающих функций и задаться критери-
ем оптимальности, позволяющим сравнить функции между собой.

Мера качества решающей функции следует из теории полез-
ности при риске. В самом деле, выбирая одну из M возможных
решающую функцию δi(z), i = 1, . . . ,M , человек не выбирает кон-
кретного решения и не ощущает полезности результата. Оконча-
тельный выбор сделает функция, и этот выбор будет случайным,
потому что аргумент ее случаен. Другими словами, фиксируя ре-
шающую функцию, ЛПР выбирает л о т е р е ю, полезность ко-
торой, как мы знаем, вычисляется по формуле математического
ожидания.

Пусть задана решающая функция δi(z). Если наблюдается
значение случайной величины zk, то функция вынесет решение
a = δi(zk). Когда природа находится в состоянии bj , это решение
принесет полезность u(δi(zk), bj). Усредненная по распределению
результатов эксперимента p(zk|bj) средняя ожидаемая полезность
функции δi равна

Qij = Q(δi, bj) =
K∑

k=1

u(δi(zk), bj)p(zk|bj), (18.7)

i = 1, . . . ,M ; j = 1, . . . , n.
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Числа Qij показывают, насколько успешно (в среднем) «рабо-
тает» решающая функция δi, если природа находится в состоя-
нии bj ; таким образом, качество решающей функции не абсолют-
но, оно зависит еще и от состояния природы. Теперь можно по-
строить матрицу, строки которой соответствуют р е ш а ю щ и м
ф у н к ц и я м, а столбцы — состояниям природы, и назвать ее
обобщенной матрицей полезности. Термин «обобщенная» озна-
чает, что мы имеем дело не с решениями, а с решающими функ-
циями.

Имея обобщенную матрицу полезности, можно корректно по-
ставить задачу о выборе оптимальной решающей функции. Здесь
мы можем дословно повторить все то, что говорили ранее о выбо-
ре наилучшего решения. Действительно, получилась та же самая
задача о принятии решения в условиях неопределенности, толь-
ко под решением сейчас мы понимаем выбор конкретной решаю-
щей функции. Можно снова определить критерии оптимальности,
ввести понятие смешанной решающей функции, рассмотреть гео-
метрическую интерпретацию всех критериев при двух состояниях
природы, установить связь между байесовскими и максиминными
решающими функциями.

П р и м е р. Рассчитаем ожидаемую полезность решающих
функций для сборов на прогулку, перечисленных в табл. 18.1. На-
помним матрицу полезности решений и распределения результа-
тов эксперимента (показаний барометра) для этой задачи:

(uij) =

b1 b2

a1 1 0
a2 0.9 0.4
a3 0.1 0.6

, p(zk|pj) =

b1 b2

z1 0.6 0.1
z2 0.3 0.4
z3 0.1 0.5

.

Покажем подробно процесс вычисления одной строки обоб-
щенной матрицы полезности на примере упомянутой выше эк-
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зотической статистической решающей функции

δ22 =

⎛
⎜⎝z1 → a3

z2 → a2

z3 → a1

⎞
⎟⎠ .

Для нее по формуле (18.7) имеем U(δ22, b1) = u310.6 + u210.3+
+u110.1 = 0.1 · 0.6 + 0.9 · 0.3 + 1 · 0.1 = 0.43; U(δ22, b2) = u320.1+
+u220.4 + u120.5 = 0.6 · 0.1 + 0.4 · 0.4 + 0 · 0.5 = 0.22.

В таблице на рис. 18.9 приведена обобщенная матрица по-
лезности всех 27 простых (нерандомизированных) решающих
функций, каждой функции соответствует точка с координата-
ми u1 = U(δ, b1), u2 = U(δ, b2). Закрашенный многоугольник пред-
ставляет область полезности всех возможных, в том числе рандо-
мизированных, решающих функций. Жирной линией выделено
множество Парето, его образуют точки, лежащие на ломаной, со-
единяющей решающие функции с номерами 1, 2, 5, 6, 15, 18, 27.

Проведя биссектрису первого квадранта, замечаем, что она
проходит как раз через точку δ18. Следовательно, оптимальной
по максиминному критерию является простая (нерандомизиро-
ванная) решающая функция δM = δ18. Обращаясь к табл. 18.1,
видим, что она отображает показания барометра в решения сле-
дующим образом:

δ18 =

⎛
⎜⎝z1 → a2

z2 → a3

z3 → a3

⎞
⎟⎠ ,

т. е. даже при указании стрелки на «ясно» она рекомендует брать
зонтик, а при других показаниях — теплее одеваться. Что и гово-
рить, пессимистическая стратегия!

Теперь найдем решающую функцию, оптимальную по крите-
рию минимаксного сожаления. Аналогичную задачу мы решали в
примере на с. 163, поэтому здесь дадим лишь краткое пояснение.
Искомая решающая функция δS лежит между δ6 и δ15, поэтому
в рандомизированном решении будут ненулевыми только интен-
сивности x6 и x15.
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u1 u2

δ1 1 0
δ2 0.99 0.20
δ3 0.91 0.30
δ4 0.97 0.16
δ5 0.96 0.36
δ6 0.88 0.46
δ7 0.73 0.24
δ8 0.72 0.44
δ9 0.64 0.54

u1 u2

δ10 0.94 0.04
δ11 0.93 0.24
δ12 0.85 0.34
δ13 0.91 0.20
δ14 0.90 0.40
δ15 0.82 0.50
δ16 0.67 0.28
δ17 0.66 0.48
δ18 0.58 0.58

u1 u2

δ19 0.46 0.06
δ20 0.45 0.26
δ21 0.37 0.36
δ22 0.43 0.22
δ23 0.42 0.42
δ24 0.34 0.52
δ25 0.19 0.30
δ26 0.18 0.50
δ27 0.10 0.60

Рис. 18.9. Обобщенная матрица полезности и соответствую-
щая ей область полезности статистических решающих функ-
ций для примера со сборами на прогулку. Графическое на-
хождение решающих функций, оптимальных по максиминно-

му критерию и критерию минимаксного сожаления
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Так как maxu1 = 1, maxu2 = 0.6, то переход от полезностей
к сожалениям происходит по формулам s1 = 1−u1, s2 = 0.6−u2.
В пространстве сожалений s1, s2 функциям δ6 и δ15 соответствуют
векторы (0.12, 0.14)T и (0.18, 0.10)T . Составляем систему уравне-
ний

x6

(
0.12
0.14

)
+ x15

(
0.18
0.10

)
=

(
s1

s2

)
,

x6 + x15 = 1,
s1 = s2.

Решая ее, получаем x6 = 0.8, x15 = 0.2. Для содержательной
интерпретации результата вспомним, что означают смешиваемые
простые решающие функции:

δ6 =

⎛
⎜⎝z1 → a1

z2 → a2

z3 → a3

⎞
⎟⎠ , δ15 =

⎛
⎜⎝z1 → a2

z2 → a2

z3 → a3

⎞
⎟⎠ .

Образуя требуемую вероятностную смесь, получаем, что наи-
лучшее в смысле критерия минимаксного сожаления правило по-
ведения в нашей задаче следующее: если барометр показывает
«ясно», то с вероятностью 0.8 идите раздетым, а с вероятностью
0.2 захватите зонтик; если «переменно», то безусловно берите зон-
тик, а если «осадки», то одевайтесь теплее. �

18.6. Теория решений и классическая
математическая статистика

В данном параграфе мы постараемся на элементарном уров-
не рассмотреть связь между общей теорией статистических ре-
шений и классической математической статистикой, созданной в
конце XIX — первой половине XX века трудами Карла Пирсона,
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Рональда Фишера и их последователей (см. исторические замеча-
ния в конце главы).

Математическая статистика имеет дело с двумя основными
задачами — проверкой статистических гипотез и оценкой пара-
метров. Сначала рассмотрим первую.

Статистические
гипотезы

Одной из важнейших задач любой естествен-
ной науки является подтверждение или опро-
вержение некоторых теоретических предполо-

жений (гипотез) экспериментальными данными. Для того чтобы
это можно было сделать средствами математической статисти-
ки, проверяемое утверждение нужно сформулировать как ста-
тистическую гипотезу в виде некоторого предположения о рас-
пределении наблюдаемой случайной величины. Искусство стати-
стика состоит в том, чтобы перевести содержательную задачу на
абстрактный язык статистических гипотез, остальное — дело ма-
тематической техники.

Очень часто из некоторых общих соображений вид распреде-
ления считается известным с точностью до одного или нескольких
параметров, тогда статистическая гипотеза заключается в пред-
положении о конкретных значениях этих параметров. Такая ги-
потеза называется параметрической. Если же вид распределения
неизвестен, то гипотеза является непараметрической.

Если статистическая гипотеза допускает одно конкретное рас-
пределение, то она называется простой, а если несколько — то
сложной.

П р и м е р. Преподаватель проводит зачетное тестирование,
задавая студенту N вопросов, в каждом из которых предлагается
M вариантов ответа, из которых один правильный. Результатом
эксперимента является число правильных ответов z.

Если в качестве математической модели принять схему неза-
висимых испытаний Бернулли, то случайное число правильных
ответов описывается биномиальным распределением

p(z) = Cz
Np

z
отв(1 − pотв)N−z, (18.8)
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в котором параметр pотв обозначает вероятность правильного от-
вета на один вопрос.

Предположение о том, что студент не знает ничего и отвечает
наугад, на языке статистики эквивалентно простой параметриче-
ской гипотезе pотв = 1/M . Альтернативное утверждение «что-то
он знает» формулируется сложной гипотезой pотв > 1/M . �

Проверка двух
простых гипотез

В простейшем случае имеются две простые
гипотезы: гипотеза H0 утверждает, что на-
блюдаемая случайная величина z имеет рас-

пределение p(z|H0); альтернативная ей гипотеза предполагает
распределение p(z|H1). Задача статистика состоит в том, чтобы,
наблюдая полученное в эксперименте значение z, определить, ка-
кое из распределений имеет место в действительности.

Данная задача совершенно естественно формулируется на
языке общей теории статистических решений, элементарное вве-
дение в которую мы рассматривали7 в параграфе 18.5.. Состояния
природы (b1, b2) можно ассоциировать с гипотезами H0, H1, а
действия (a1, a2) статистика — с заявлениями об истинности той
или иной гипотезы. Результаты решений в математической стати-
стике принято оценивать не полезностями, а потерями; при пра-
вильном решении потери отсутствуют, а при ошибочном их можно
принять за единицу. Таким образом, матрица потерь для задачи
о проверке двух простых гипотез имеет вид

(lij)2×2 =
b0 (H0) b1 (H1)

a0 (H0) 0 1
a1 (H1) 1 0

Перейдем к построению решающих функций. Так как вари-
антов решений всего два, можно сразу рассуждать с помощью

7Здесь уместно сделать замечание о терминологии. Рассматриваемые нами
статистические решающие функции в классической статистике называются
тестами или критериями (у нас понятие критерия совершенно иное).
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понятий смешанных решающих функций, задающих лотерею

δ(z) =

[
H0 H1

1 − x(z) x(z)

]
.

Таким образом, задание рандомизированной решающей функ-
ции δ(z) эквивалентно заданию функции x(z), принимающей
числовые значения на отрезке [0, 1], она задает вероятность
принятия гипотезы H1, если наблюдается результат экспери-
мента z. В простейшем случае, когда результаты эксперимен-
та принимают дискретные значения z1, . . . , zK , рандомизирован-
ная решающая функция будет представлять собой массив чисел
X = (x1, . . . , xK), 0 � xk � 1, где xk = x(zk).

Для того чтобы оценить качество решающей функции, нуж-
но вычислить потери, усредненные по условным распределениям
результатов наблюдений при различных гипотезах:

L(X,Hj) =
K∑

k=1

l(zk, Hj)p(zk|Hj), j = 0, 1.

Здесь l(zk, Hj) обозначают потери рандомизированной решающей
функции X при конкретном результате эксперимента zk:

l(zk, Hj) = l0j (1 − xk) + l1j xk, j = 0, 1. (18.9)

Подставляя в (18.9) элементы матрицы (lij), получаем средние
потери решающей функции при гипотезах H0, H1:

α(X) = L(X,H0) =
K∑

k=1

xk p (zk|H0); (18.10)

β(X) = L(X,H1) = 1 −
K∑

k=1

xk p (zk|H1). (18.11)

Смысл этих выражений вполне прозрачен. Величина (18.10)
есть вероятность ошибки первого рода — вероятность ошибочно
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принять гипотезу H1, если верна H0. В классической статисти-
ке α(X) называется уровнем значимости (significance level) или
размером (size) статистического теста.

Выражение (18.11) дает вероятность ошибки второго ро-
да β(X) — вероятность отказаться от H1, когда эта гипотеза вер-
на. Вместо вероятности ошибки второго рода часто рассматри-
вают дополнительную до единицы величину 1 − β(X), которая
представляет собой вероятность правильно принять гипотезу H1.
Она называется мощностью (power) теста.

Замечание. Нумерация родов ошибок является условной, то есть
если поменять местами гипотезы H0 и H1, то ошибки первого рода пре-
вратятся в ошибки второго рода, и наоборот. Однако в большинстве
практических ситуаций принято считать, что гипотезаH0 соответствует
нормальному, благополучному положению вещей. Например, обследу-
мый человек здоров; проходящий через металлодетектор пассажир не
несет оружия; обнаруженный радиолокатором самолет является дру-
жеским; полученное электронное письмо не является спамом.

Альтернативная гипотеза H1 обозначает противоположную ситуа-
цию, которая обычно трактуется как тревожная, требующая какой-либо
реакции. Поэтому ошибку первого рода часто называют ложной тре-
вогой (false alarm). Например, металлодетектор среагировал на метал-
лическую пуговицу; анализ показал наличие заболевания, а пациент на
самом деле здоров и т. д. Соответственно ошибку второго рода иногда
называют ошибкой пропуска тревожного события.

Лемма
Неймана — Пирсона

Определив потери, которые интерпрети-
руются как ошибки первого и второго ро-
да, можно ставить вопрос о нахождении
решающих функций (тестов), оптималь-

ных по тем или иным критериям. Нет ничего удивительного в
том, что классическая теория проверки статистических гипотез,
созданная Ежи Нейманом и Эгоном Пирсоном, пользуется «род-
ным» критерием оптимальности, т. е. наилучшим считается тест,
уровень значимости которого α(X) не превышает заданного поро-
га α∗ и который имеет при этом наибольшую мощность 1− β(X).
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Решение этой задачи дается теоремой, которую принято назы-
вать фундаментальной леммой Неймана — Пирсона. Мы сфор-
мулируем и докажем ее для одномерного дискретного случая,
когда z ∈ {z1, . . . , zK}. В этом случае, как мы отмечали вы-
ше, тест x(z) определяется набором чисел X = (x1, . . . , xK), где
xk = x(zk), 0 � xk � 1.

Пусть p(zk|H0) и p(zk|H1) соответствуют распределениям ре-
зультатов эксперимента при соответствующих гипотезах. Соста-
вим отношение правдоподобия (likelihood ratio)

L(zk) =
p(zk|H1)
p(zk|H0)

.

Теорема (лемма Неймана — Пирсона). Наиболее мощный
тест X = (x1, . . . , xk) c уровнем значимости α(X) � α∗ опреде-
ляется правилом

xk = x(zk) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

0, L(zk) < L∗,

λ (0 � λ � 1), L(zk) = L∗,

1 L(zk) > L∗,

(18.12)

где константы L∗ и λ вычисляются из условия строгого равен-
ства α(X) = α∗.

Доказательство. Введем следующие обозначения:

ck = p(zk|H1)

ak = p(zk|H0)

Lk = ck/ak

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭ k = 1, . . . ,K,

b = α∗.

Тогда требование наибольшей мощности при ограничении на уро-
вень значимости запишется в виде
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1 − β(X) =
K∑

k=1

ckxk → max,

α(X) =
K∑

k=1

akxk � b,

xk � 1,
xk � 0,

k = 1, . . . ,K.

Это — задача линейного программирования. Если ck > 0, ak > 0
(все наблюдения являются вероятными), ее решение нетривиаль-
но при

∑
ak > b; в противном случае можно положить все опти-

мальные значения x∗k = 1.
Данная задача линейного программирования имеет K пере-

менных и K + 1 ограничение, эти ограничения можно записать в
матричном виде:

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
a1 . . . aK

1 . . . 0
. . .

0 . . . 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

−→
X �

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
b

1
...
1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

Двойственная задача имеет K + 1 переменную y0, y1, . . . , yK и
K ограничений:

by0 +
K∑

k=1

yk → min,

aky0 + yk � ck, k = 1, . . . ,K,

y0, y1, . . . , yK � 0.
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Выпишем и пометим пары двойственных условий:∑
akxk � b ⇐⇒ y0 � 0, (а)

xk � 1 ⇐⇒ yk � 0, (б)

xk � 0 ⇐⇒ aky0 + yk � ck. (в)

Вторая теорема двойственности [9, с. 121], известная как
принцип дополняющей нежесткости, требует, чтобы для
о п т и м а л ь н ы х планов прямой и двойственной задач в
каждой паре двойственных условий при наличии одного строгого
неравенства двойственное ему условие превращалось в равенство.

Отсюда, прежде всего, следует, что y∗0 > 0. Действительно,
если y∗0 = 0, то из правой части «в» следует y∗k � ck > 0. Тогда из
«б» следует x∗k = 1, откуда

∑
ak � b, что противоречит условию

прямой задачи.
Положим L∗ = y∗0>0. Тогда по условию «а»

∑
akx

∗
k = b.

Этим мы доказали, что вероятность ошибки первого рода опти-
мального теста в точности равна пороговому уровню значимости:
α(X∗) = α∗. Далее рассмотрим три варианта.

1)
ck
ak

> L∗ подставляем L∗ ck > aky
∗
0 ⇒ y∗k = ck−aky

∗
0 > 0 ⇒

⇒ условие «б» x∗k = 1;

2)
ck
ak

< L∗ ⇒ ck < aky
∗
0 ⇒ ck < aky

∗
0 + y∗k︸︷︷︸

�0

⇒

⇒ условие «в» x∗k = 0;

3)
ck
ak

= L∗ ⇒ ck = aky
∗
0 ⇒ y∗k � 0. Следовательно, на xk

дополнительных условий не накладывается и 0 � x∗k � 1.�

Таким образом, оптимальный по критерию Неймана — Пир-
сона тест является нерандомизированным при всех значениях ре-
зультатов эксперимента, кроме одного.
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Замечание. Рассмотренная нами в простейшем варианте фунда-
ментальная лемма Неймана — Пирсона может быть доказана в самом
общем виде, когда результаты эксперимента принадлежат произволь-
ному множеству с вероятностной мерой. Например, для одномерных
непрерывных наблюдений нахождение оптимального теста x(z) записы-
вается в виде вариационной задачи максимизации интегрального функ-
ционала

1 − β =
∫ ∞

−∞
x(z)p(z|H1)dz → max,

при ограничениях

α =
∫ ∞

−∞
x(z)p(z|H0)dz � α∗,

0 � x(z) � 1.

Монотонное
отношение
правдоподобия

Во многих одномерных практических зада-
чах отношение правдоподобия L(z) является
м о н о т о н н о в о з р а с т а ю щ е й функ-
цией аргумента z. Эта особенность дает воз-

можность переформулировать оптимальный статистический тест
(18.12) в виде порогового решающего правила

xk = x(zk) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

0, zk < z∗,

λ (0 � λ � 1), zk = z∗,

1 zk > z∗,

(18.13)

где критическое (пороговое) значение z∗ и рандомизирующая ве-
роятность λ при нем опять-таки определяются из условия равен-
ства уровня значимости теста (вероятности ошибки первого рода)
заданной величине α∗.

Подставляя решающее правило (18.13) в выражение для уров-
ня значимости (18.10), получаем

α(X) =
K∑

k=1

xk p (zk|H0) =
∑

zk<z∗
0 · p (zk|H0)+
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+λp (z∗|H0) +
∑

zk>z∗
1 · p (zk|H0) = α∗.

Входящая в эту формулу вероятность превышения порога, кото-
рую мы обозначим через G(z∗|H0), связана с функцией распреде-
ления8 дискретной случайной величины соотношением

G(z∗|H0) =
∑

zk>z∗
p (zk|H0) = 1 − F (z∗|H0) − p(z∗|H0), (18.14)

откуда

λ =
α∗ −G(z∗|H0)
p(z∗|H0)

. (18.15)

Так как функция распределения дискретной случайной вели-
чины является ступенчатой с точками разрыва z1 < z2 < · · · < zK ,
то порог z∗ также находится в одной из этих точек. Номер точ-
ки zk = z∗ можно определить из условия 0 � λ � 0. Дей-
ствительно, из λ � 0 следует G(zk|H0) � α∗, а из λ � 1 —
G(zk|H0) + p(zk|H0) � α∗, что эквивалентно G(zk−1|H0) � α∗. Та-
ким образом, заданное значение α∗ должно лежать между двумя
соседними отсчетами функции G(zk|H0).

П р и м е р. Вернемся к примеру с тестированием студен-
та (см. с. 184). Предположим, что число предлагаемых вариантов
ответа на каждый вопросM = 4. Рассматривая зачет с точки зре-
ния математической статистики, преподаватель сформулировал
две простых статистических гипотезы о параметре pотв в биноми-
альном распределении (18.8). Предположению о том, что студент
отвечает наугад и не заслуживает зачета, соответствует гипотеза
H0 : pотв = 0.25. Альтернативная гипотеза H1 : pотв = 0.5 соответ-
стует примерно 50% знаниям, достаточным для зачета. Если чис-
ло задаваемых вопросов N = 10, то наблюдаемое в эксперименте
количество правильных ответов 0 � zk � 10. В табл. 18.2 приве-
дены вероятности p(zk) при обеих гипотезах и соответствующие

8Напомним, что (интегральная) функция распределения случайной величи-
ны z определяется как F (z∗) = P{z < z∗} (неравенство строгое).
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Таблица 18.2. Распределение числа правильных ответов при
гипотезе H0 : pотв = 0.25 и альтернативе H1 : pотв = 0.5

zk p(zk|H0) G(zk|H0) p(zk|H1) L(zk)
0 0.05631 0.94369 0.00098 0.017
1 0.18771 0.75597 0.00977 0.052
2 0.28157 0.47441 0.04395 0.156
3 0.25028 0.22412 0.11719 0.468
4 0.14600 0.07813 0.20508 1.405
5 0.05840 0.01973 0.24609 4.214
6 0.01622 0.00351 0.20508 12.62
7 0.00309 0.00042 0.11719 37.96
8 0.00039 0.00003 0.04395 113.7
9 0.00003 0.00000 0.00977 341.3
10 0.00000 0.00000 0.00098 10240

значения отношения правдоподобия L(zk) = p(zk|H1)/p(zk|H0).
Кроме них в табл. 18.2 указаны значения функции G(zk|H0), под-
считанные по формуле (18.14). На рис. 18.10 распределения веро-
ятностей изображены графически.

Видим, что при данном числе вопросов распределения силь-
но пересекаются, поэтому рассчитывать на малый процент оши-
бок даже при оптимальном тесте не приходится. Для повышения
качества тестирования нужно увеличить количество задаваемых
вопросов.

В нашем примере ошибка первого рода — незаслуженная поло-
жительная оценка, вероятность получения которой должна быть
достаточно мала. Возьмем α∗ = 0.1.

Для того чтобы определить параметры в решающем прави-
ле (18.13), найдем в табл. 18.2 два соседних значения (zk−1, zk)
функции G(zk|H0), такие, что первое больше, а следующее мень-
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Рис. 18.10. График распределения числа правильных ответов
при гипотезе H0 и альтернативе H1

ше α∗ = 0.1. Найденное пороговое значение z∗ = zk = 4 обведено
рамкой.

Таким образом, решающее правило выглядит следующим об-
разом: если число правильных ответов менее четырех, то зачет
не сдан, если 5 и более — сдан. При четырех правильных ответах
решение рандомизированное, в котором вероятность принятия ги-
потезы H1 (зачет сдан) определяется по формуле (18.15):

λ =
0.1 − 0.07813

0.146
= 0.149.

Легко проверить, что вероятность поставить незаслуженно зачет
при таком решающем правиле действительно равна 0.1. �

Операционная
характеристика
теста

Между уровнем значимости теста (вероятно-
стью ложной тревоги) и мощностью (вероят-
ностью распознать H1, когда она верна) есть
положительная связь: чем либеральнее тест

(выше допустимый уровень α), тем ниже его порог срабатыва-
ния z∗ и тем больше вероятность 1 − β = P{z > z∗|H1}. Зависи-
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мость мощности 1− β от уровня значимости α называется опера-
ционной характеристикой теста. Операционная характеристика
позволяет найти разумный компромисс между ошибками первого
и второго рода при проверке двух простых гипотез.

П р и м е р. На рис. 18.11 приведены операционные характе-
ристики решающего правила для задачи о тестировании студента
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Рис. 18.11. Операционные характеристики теста в примере
при N = 10 (сплошная линия) и N = 20 (штриховая линия)

при различном количестве вопросов. Здесь уровень значимости
интерпретируется как мера требовательности преподавателя (до-
пустимая вероятность сдачи теста наугад), а мощность — как ве-
роятность поставить зачет студенту, честно выучившему полови-
ну курса. Видно, что чем менее требовательный преподаватель,
тем мощность теста выше. Однако при 10 вопросах устанавли-
вать уровень значимости α∗ = 0.1 не имеет смысла, так как при
этом доля студентов, заслуженно получивших зачет, равна всего
1 − β∗ = 0.65. При 20 вопросах операционная характеристика те-
ста существенно улучшается (1−β∗ = 0.87), далее можно ставить
задачу нахождения такого числа N , при котором мощность теста
при заданном α∗ является приемлемой. �
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Сложная альтернатива.
Функция мощности

До сих пор мы рассматривали задачу
проверки простой гипотезы H0 про-
тив известной п р о с т о й аль-

тернативы H1. В подробно исследованном примере о парамет-
ре pотв биномиального распределениия (18.8) это соответствовало
H0 : pотв = 0.25 против H1 : pотв = 0.5. Однако на практике точ-
ное значение параметра, определяющего простую альтернативу,
может быть неизвестным. Разве знает преподаватель, принима-
ющий зачет, какую долю материала выучил сидящий перед ним
студент?

В общем случае задача ставится следующим образом. Рас-
пределение наблюдений считается известным с точностью до
одного параметра p(z| θ). Основная гипотеза H0 предполагает
θ = θ0. Сложная альтернативная гипотеза H1 может быть ли-
бо о д н о с т о р о н н е й θ > θ0 (как вариант, θ < θ0), либо
д в у с т о р о н н е й θ �= θ0. Если зафиксировать уровень значи-
мости α∗, который зависит только от p(z| θ0), то мощность теста
будет зависеть от параметра θ в распределении p(z| θ). Эта за-
висимость 1 − β(θ) называется функцией мощности теста. Чем
дальше θ от θ0, тем надежнее распознается гипотеза H1, когда
она верна, т. е. мощность теста больше. Чем лучше тест, тем кру-
че ведет себя функция его мощности. Значительная часть теории
проверки статистических гипотез посвящена вопросам построе-
ния равномерно наиболее мощных (РНМ) тестов – таких, кото-
рые при заданном уровне значимости имели бы п р и в с е х θ
наибольшую функцию мощности.

Замечание. Легко заметить, что в точке θ0 функция мощности лю-
бого теста равна α∗ — вероятности принять гипотезу H1, когда θ = θ0,
т. е. верна H1.

П р и м е р. Заканчивая пример с тестированием студента
на зачете, приведем функции мощности исследуемого порогового
теста при числе вопросов 10 и 20 (рис. 18.12). Хорошо видно, что
тест с 20 вопросами является существенно более мощным. Рас-
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Рис. 18.12. Функции мощности теста в примере при N = 10
(сплошная линия) и N = 20 (штриховая линия)

четы, аналогичные тем, которые были выполнены в примере на
с. 192, показывают, что критическое число правильных ответов в
этом случае z∗ = 8, причем вероятность принятия H1 при крити-
ческом значении равна 0.97. Данный тест, не превышая установ-
ленного уровня ошибки первого рода, гарантирует высокую веро-
ятность выставления положительной оценки (около 0.9) в случае,
когда студент уверенно знает приблизительно pотв = 0.5 матери-
ала. Сравнивая рис. 18.12 с рис. 18.11, видим полное совпадение
значений мощности в аналогичных условиях. �

Об оценке
параметров

Вторая основная задача классической статистики
— оценка параметров — ставится следующим об-
разом. Распределение наблюдаемых в опыте слу-
чайных величин p(z| θ) предполагается извест-

ным с точностью до одного или нескольких параметров θ. Тре-
буется оценить эти параметры по экспериментальным данным.
Для повышения точности обычно делается несколько измерений,
совокупность отсчетов называется выборкой (sample).
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Данная задача совершенно естественно формулируется на
языке теории статистических решений. Состояния природы — это
возможные значения параметра θ, а решения статистика — их
оценки θ̂. Для измерения качества оценки вводится функция по-
терь l( θ̂, θ), являющаяся непрерывным аналогом матрицы потерь
в задаче с конечным числом состояний и решений. Статистиче-
ская решающая функция θ̂ = δ(z) отображает выборку в оценку
параметра. Тогда обобщенная функция потерь имеет вид (если
распределение непрерывное, то сумма превращается в интеграл)

L(δ, θ) =
∑

k

l(δ(zk, θ)p(zk| θ).

Задаваясь конкретным видом l( θ̂, θ), можно ставить оптими-
зационную задачу о нахождении такой решающей функции, кото-
рая минимизирует обобщенные потери. В частности, квадратич-
ная функция l( θ̂, θ) = (θ̂ − θ)2 приводит к классической задаче
оценивания с требованием минимума вариации оценки. Этой за-
даче посвящена обширная литература, значительный вклад в ее
решение внес английский статистик Рональд Фишер.

18.7. Исторические замечания

Современная теория решений сформировалась на базе теории
вероятностей и математической статистики, истоки которой отно-
сятся к концу XVII — началу XVIII века. Имена великих ученых
этого времени остались в названиях формул и теорем.

В исторической заметке о создании математического анали-
за [9, ч. II, с. 71] мы уже упоминали швейцарского математика
Якоба Бернулли (Bernoulli, Jacob; 1654–1705), который прихо-
дился родным дядей работавшему в России Даниилу Бернулли
(см. с. 138). Якоб Бернулли ввел значительную часть современных
понятий теории вероятностей и сформулировал первый вариант
закона больших чисел. Он подготовил монографию в этой обла-
сти, однако издать ее не успел. Она была напечатана посмертно,
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в 1713 г. под названием «Искусство предположений». Имя Яко-
ба Бернулли носит, в частности, схема независимых испытаний и
соответствующее распределение числа успехов.

Одним из основателей теории вероятностей был англичанин
Томас Байес (Bayes, Thomas; 1702–1761). Он родился в Лондо-
не в семье священника пресвитерианской церкви, обучался дома,

Якоб Бернулли Томас Байес

в 1719 г. поступил в Эдинбургский университет, через некоторое
время сам стал священником. Сформулировал и решил одну из
основных ее задач (теорема Байеса). Имя Байеса широко исполь-
зуется в терминологии — везде, где предполагается известным
априорное распределение вероятностей событий (формула Бай-
еса, байесовский критерий оценки решения, бейесовский подход к
статистическим законам и т. п.).

∗ ∗ ∗

В XVIII–XIX веках решающий вклад в теорию веро-
ятностей внесли ученые, занимавшиеся решением задач об-
работки астрономических наблюдений. К ним прежде все-
го относится выдающийся французский математик и астро-
ном Пьер-Симон Лаплас (Laplace, Pierre-Simon; 1749–1827).
Лаплас родился в крестьянской семье в Нормандии. Основ-
ные его научные труды посвящены небесной механике. Во
время Великой французской революции возглавлял комис-
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сию по введению метрической системы, а также астрономиче-
ский институт. Император Наполеон, которого в юности Ла-
плас особо отметил на экзамене по математике, наградил его

Пьер-Симон Лаплас

титулом графа и всеми мыслимыми орде-
нами и должностями и даже пробовал его
(правда, неудачно) на посту министра внут-
ренних дел. После реставрации Лаплас стал
маркизом и пэром Франции.

Роль Лапласа в становлении теории ве-
роятностей как самостоятельной науки не-
оценима. В 1812 г. вышла его двухтом-
ная «Аналитическая теория вероятностей»,
в которой были собраны и систематизирова-
ны все достигнутые к тому времени резуль-

таты, в том числе собственные: «предельная теорема Муавра—
Лапласа», «преобразование Лапласа», «функция Лапласа» и др.

Исключительно большой вклад в теорию вероятностей и ма-
тематическую статистику внес великий немецкий математик и
астроном Карл Гаусс (1777–1855), прозванный «королем мате-
матиков» [9, ч. I, с. 72]. Он разработал способ оценивания пара-
метров по методу наименьших квадратов и оставил свое имя в
«гауссоиде».

∗ ∗ ∗
В конце XIX — начале XX века внимание многих математи-

ков, имевших дело с экспериментальными данными, переключи-
лось на новый класс прикладных задач — биологию. Это было
связано с эпохальными открытиями в области теории эволюции
и генетики, сделанными во второй половине XIX века9. Посколь-
ку законы наследственности носят вероятностный характер, под-
твердить их можно только статистическими методами. Влияние

9Основополагающая книга Чарльза Дарвина (1809–1882) «Происхождение ви-
дов путем естественного отбора» вышла в 1859 г. Классические опыты по
генетике австрийского монаха Грегора Менделя (1822–1884) были доложены
общественности в 1865 г. и перепроверены многими учеными к концу века.
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биологии на статистику было столь сильным, что за прикладной
математической статистикой прочно утвердилось второе название
«биометрия». Отцами-основателями новой науки стали англичане
Карл Пирсон и Рональд Фишер.

Карл Пирсон (Pearson, Karl (Carl); 1857–1936) родился в
семье богатого лондонского адвоката. Закончил Кембриджский
университет, изучал физику в Гейдельбергском и Берлинском
университетах. С 1884 по 1911 г. — профессор прикладной ма-
тематики и механики, с 1911 г. — директор лаборатории евге-
ники10 Лондонского университета. Награжден медалью Дарвина.
В 1900 г. Карл Пирсон основал журнал «Biometrika», посвящен-

Карл Пирсон Рональд Фишер

ный применению статистических методов в биологии. Опублико-
вал более 400 работ по математической статистике. Разработал
теорию корреляции, тесты проверки гипотез и методы оценки па-
раметров. С его именем связаны широко используемые термины:
«тест χ2 Пирсона», «кривые Пирсона» и др.

Сэр Рональд Фишер (Fisher, Ronald Aylmer; 1890–1962) —
английский статистик, биолог-эволюционист и генетик. Современ-
ники характеризовали его как «гения, едва ли не в одиночку зало-
жившего основы современной статистики» и «величайшим после-
дователем Дарвина». Фишер родился в Лондоне в семье торговца

10Евгеника (от греч. благородный) — наука о селекции применительно к чело-
веку. Была очень популярна в начале XX века, но впоследствии ее репутация
пострадала из-за ассоциации с нацистской Германией.
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предметами искусства, впоследствии разорившегося. С детства у
него было очень плохое зрение, зато он обладал невероятным та-
лантом к математике и изучал ее без пера и бумаги.

В 1909 г. Фишер получил стипендию на обучение в Кембри-
дже, где он узнал о генетической теории Менделя, познакомился
с биометрией, но главным его интересом стала евгеника, в которой
Фишер видел острую общественную необходимость.

После Первой мировой войны Фишеру предложили должность
в лаборатории евгеники, возглавляемой Пирсоном, но он предпо-
чел работу на маленькой сельскохозяйственной станции, которая
предоставила доступ к обширному собранию данных, фиксиру-
емых в течение многих лет. В 1925 г. он опубликовал книгу о
статистических методах для научных работников, которая стала
справочным пособием для ученых во многих дисциплинах. Ука-
зом королевы Елизаветы II Фишер в 1952 г. был удостоен ры-
царского звания. Последние пять лет жизни он провел, работая в
Аделаиде, Австралия.

Заслуги Фишера в математической статистике огромны. Из-
вестны «распределение Фишера», «тест Фишера», «метод макси-
мума правдоподобия Фишера», «информация по Фишеру» и др.

Среди ученых следующего поколения, достроивших стройное
здание классической математической статистики, нельзя не упо-
мянуть Ежи Неймана и Эгона Пирсона.

Ежи (Юрий Чесловович) Нейман (Neyman, Jerzy; 1894–
1981) имел российско-польское происхождение. Он родился в
г. Бендеры, обучался в Краковском университете. В 1921 г. по
окончании русско-польской войны репатриировался в Польшу.
В 1926–1927 гг. стажировался в Лондоне и Париже, где сотруд-
ничал с Карлом Пирсоном и его сыном Эгоном. Совместно с по-
следним получил ряд значимых результатов, к которым относятся
«критерий Неймана — Пирсона» и знаменитая «лемма Неймана—
Пирсона», опубликованная в 1933 г.11 В 1938 г. Ежи Нейман пе-

11 Jerzy Neyman, Egon Pearson. On the Problem of the Most Efficient Tests
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реехал в США, до конца жизни жил и работал в Беркли (Ка-
лифорния). Во время Второй мировой войны принимал участие в
разработке атомной бомбы. Отмечен множеством научных наград
и почетных званий.

Ежи Нейман Эгон Пирсон

Эгон Пирсон (Pearson, Egon; 1895–1980) — английский ма-
тематик и статистик. Единственный сын знаменитого статистика
Карла Пирсона, его преемник на посту профессора статистики
Лондонского университета и редактора журнала «Биометрика».

∗ ∗ ∗
Параллельно с математической статистикой в первой половине

XX века стала развиваться общая теория решений при неопреде-
ленности. Первым критерием оптимальности стал максиминный
(минимаксный), интуитивно используемый осторожным челове-
ком при принятии ответственных решений. Он был исследован
Джоном фон Нейманом в его начальной публикации по тео-
рии стратегических игр в 1928 г. (с биографией фон Неймана мы
уже знакомились (см. с. 201), а теорию игр будем рассматривать
в следующей главе).

Критерий «оптимизма-пессимизма», объединивший подход
фон Неймана с идеями, высказанными еще Пьером Симо-
ном Лапласом, предложил в 1950 г. американский математик

of Statistical Hypotheses // Philosophical Transactions of the Royal Society of
London, 1933. Series A. P. 289–337.
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российско-польского происхождения, будущий Нобелевский лау-
реат (2007 г.) по экономике Леонид Гурвиц (Hurwicz, Leonid;
1917–2008). Гурвиц родился в польской еврейской семье в Москве,
после революции семья вернулась в Варшаву, где испытала пре-

Леонид Гурвиц Джимми Сэвидж

следования как от большевиков, так и от нацистов. Был вынуж-
ден бежать в Швейцарию, затем в Португалию, наконец в 1940 г.
— в США. Отличался широтой научных интересов.

В 1951 г. также американский математик Джимми Сэвидж
(Savage, Leonard Jimmie; 1917–1971) предложил критерий мини-
максного сожаления. Сэвидж родился в Детройте, окончил Ми-
чиганский университет, во время Второй мировой войны работал
старшим помощником по статистике у фон Неймана. Наиболее
значительная работа – книга «Foundations of Statistics» (1954), в
которой развивается теория субъективной и персональной веро-
ятности.

∗ ∗ ∗
Задача объединнения классической статистики с теорией ре-

шений путем введения статистических решающих функций была
успешно решена американским математиком австро-венгерского
происхождения Абрахамом Вальдом (Wald, Abraham; 1902–
1950). Вальд родился в религиозной еврейской семье, школьное
образование получил дома, поскольку не мог учиться по суббо-
там. По окончании Венского университета и защиты докторской
диссертации по математике получил в нем при помощи Оскара
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Моргенштерна преподавательскую должность по экономике. По-

Абрахам Вальд

сле прихода к власти нацистов эмигри-
ровал в США. В годы Второй миро-
вой войны Вальд использовал статисти-
ческие методы для уменьшения потерь
американских боевых самолетов.

Первая статья Вальда, в которой за-
дача проверки гипотез и оценки пара-
метров рассматривалась с общих пози-
ций теории решений, была опубликова-
на в 1939 г.12, а в 1950 г. вышла книга
«Статистические решающие функции»
[5]. В этом же году Вальд был пригла-
шен индийским правительством прочи-
тать цикл лекций и погиб вместе с женой в авиационной ката-
строфе в горах на юге Индии.

12Wald A. Contributions to the Theory of Statistical Estimation and Testing
Hypotheses // Annals of Mathematical Statistics. 1939. V. 10. No 4. P. 299—326.



Глава 19

Принятие решений при
противодействии

В отличие от рассмотренной в предыдущей главе игры с при-
родой, которая безразлична к исходам операции, сейчас мы бу-
дем рассматривать ситуации, когда неконтролируемые факторы
сосредоточены в руках разумного противника ЛПР-II, который
имеет свою точку зрения на полезности исходов, отличающуюся
от предпочтений ЛПР-I. Системная модель операции становится
полностью симметричной (рис. 19.1).

Модель 
системы

ЛПР-I

ЛПР-II

Оценка 
полезности I

Оценка 
полезности II

Рис. 19.1. Системная модель принятия решений
в конфликтной ситуации
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Если предпочтения сторон, управляющих операцией, не совпа-
дают, возникает конфликтная ситуация. Типичными примерами
конфликтных ситуаций являются войны, столкновения интересов
в рыночной конкуренции, спортивные соревнования и т. п.

Математическая модель конфликтной ситуации называется
игрой. Исторически сложилось так, что предметом математиче-
ского анализа сначала были искусственные конфликтные ситуа-
ции, так называемые салонные игры (шахматы, карточные игры
и др.), поэтому терминология теории игр носит несколько легко-
мысленный характер: стороны, участвующие в игре, называются
игроками (players), действия игроков называются ходами (moves,
actions), полезности исходов — выигрышами (payoff) и т. д. Тем не
менее основные положения теории игр применимы к анализу игр
любой природы.

19.1. Нормальная форма игры двух лиц

Пусть имеются два игрока — I и II. Как и прежде, будем счи-
тать, что каждый из игроков имеет конечное множество альтер-
натив по управлению системой. В играх с природой мы называли
эти альтернативы решениями, в играх с разумным противником
их принято называть стратегиями1. Если хотят подчеркнуть,
что речь идет о простых (несмешанных) решениях, и это не сле-
дует из контекста, используется термин «чистая стратегия (pure
strategy)».

Итак, первый игрок имеет m (чистых) стратегий a1, . . . , am,
второй — n стратегий b1, . . . , bn. Если первый игрок использует
стратегию ai, а второй bj , то игра закончится исходом Vij . В отли-
чие от игр против природы каждый исход имеет две полезности: с
точки зрения первого игрока uij = u(Vij) и с точки зрения второго
игрока wij = w(Vij). Таким образом, игра двух лиц в нормальной
форме считается заданной, если определены:

1Происхождение термина «стратегия» станет ясным при изучении позицион-
ной формы игр.
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1) множество стратегий первого игрока a1, . . . , am;
2) множество стратегий второго игрока b1, . . . , bn;
3) матрица полезностей первого игрока U = (uij)m×n;
4) матрица полезностей второго игрока W = (wij)m×n.

Степень антагонизма игроков определяется расхождением между
их матрицами полезностей. С этой точки зрения все игры можно
разбить на два класса: игры со строгим соперничеством (анта-
гонистические) и игры с нестрогим соперничеством.

В играх со строгим соперничеством (perfect competition
games)

∀ i, j uij + wij = const, (19.1)

т. е. насколько выгоден некоторый исход для первого игрока, на-
столько же он менее выгоден для второго. Такие игры иначе
называют играми с постоянной суммой (constant sum games).
Очень часто в играх с постоянной суммой полагают const=0, то-
гда uij + vij = 0, и мы имеем игру с нулевой суммой (zero-sum
game).

Определяя игру с нулевой суммой, нет необходимости зада-
вать обе матрицы U и W , достаточно одной из них, например U .
Элементы этой матрицы можно интерпретировать как величину
выигрыша в единицах полезности первого игрока у второго или,
что то же самое, платежи второго игрока первому. Поэтому U
называется платежной матрицей (payoff matrix).

В играх с нестрогим соперничеством (imperfect competition)
соотношение (19.1) не выполняется, следовательно, интересы сто-
рон не диаметрально противоположны. По-видимому, большин-
ство реальных конфликтных ситуаций не носят антагонистическо-
го характера. Даже в беспощадной войне обе стороны предпочтут
любой мирный исход обоюдному уничтожению.

П р и м е р 1 (игра «семейный спор — battle of the
sexes»). Нежно любящие друг друга муж и жена решают, как
провести воскресный вечер. У каждого из них есть две альтер-
нативы: пойти в театр или посмотреть футбольный (хоккейный)
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матч по телевизору. Итак,

a1 — муж идет в театр;
a2 — муж смотрит телевизор;
b1 — жена идет в театр;
b2 — жена смотрит телевизор.

Принято считать, что жена предпочитает театр и полезность ис-
хода «вместе пойти в театр» для нее выше, чем исход «вместе
смотреть телевизор». Для мужа порядок предпочтения обратный.
Вместе с тем оба они тяжко переживают разлуку, так что матри-
цы полезности для мужа и жены имеют следующий вид:

U =
b1 b2

a1 1 −1
a2 −1 2

, W =
b1 b2

a1 2 −1
a2 −1 1

.

Это — хрестоматийный пример игры с нестрогим соперничеством.
Другой классический пример на эту тему, предложенный в свое
время Альбертом Таккером [9, ч. II, с. 74], называется «дилемма
заключенного (prisoner’s dilemma)». �

П р и м е р 2 (отгадывание монеток). У каждого из игро-
ков по две монетки: 1 руб. и 2 руб. Оба одновременно выкладыва-
ют по одной из них на стол. Если достоинство монет совпадает, то
выложенные деньги забирает первый игрок, если нет — то второй.
Обозначим стратегии:

a1 — первый игрок выложил 1 руб.;
a2 — первый игрок выложил 2 руб.;
b1 — второй игрок выложил 1 руб.;
b2 — второй игрок выложил 2 руб.

Данная игра является простейшим примером игры со стро-
гим соперничеством и описывается одной матрицей, показываю-
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щей выигрыш первого игрока у второго:

b1 b2

a1 1 −1
a2 −2 2

Если полезность исхода считать равной величине выигрыша (при
таких суммах функция полезности денег вполне может считаться
линейной), то данную матрицу можно рассматривать как платеж-
ную матрицу U . �

П р и м е р 3 (открывание карт). Рассмотрим еще одну
простейшую игру со строгим соперничеством, на этот раз карточ-
ную. Пусть у каждого из игроков на руках по три карты. У пер-
вого — валет, девятка, десятка, у второго — шестерка, восьмерка,
дама. Игроки одновременно открывают по одной карте. Тот, у ко-
го карта старше, получает выигрыш, равный сумме очков на обеих
картах (валет считается старше десятки, но его «стоимость» 2 оч-
ка, «стоимость» дамы — 3 очка). Платежная матрица этой игры
имеет размер 3 × 3:

b1 (6) b2 (8) b3 (Д)
a1 (В) 8 10 −5
a2 (9) 15 17 −12
a3 (10) 16 18 −13

Полезности считаем равными числу выигранных очков. �
Приведенные примеры, даже если отвлечься от их маленькой

размерности, могут разочаровать читателя, желающего приме-
нить теорию к салонным играм, например шахматам. Не видно
самой игры с многоходовыми интригами, партия заканчивается,
как только игроки выбрали свои стратегии. Игра в нормальной
форме является простейшей моделью конфликтной ситуации, од-
нако в ряде случаев она является весьма содержательной. Мате-
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матический анализ матричных игр позволил получить ряд фун-
даментальных результатов и послужил основой для исследования
более сложных ситуаций. Более того, как мы увидим далее, все
многоходовые игры, по крайней мере теоретически, могут быть
приведены к нормальной форме.

19.2. Игры со строгим соперничеством:
принципы принятия решений

В нашем кратком экскурсе в теорию игр мы основное внима-
ние уделим играм со строгим соперничеством. Именно для них
Джоном фон Нейманом получены наиболее значимые результа-
ты, ставшие классическими (см. исторические замечания в конце
главы).

Предпосылки и
общие принципы

Выбор решения при неопределенности, вы-
званной противодействием, существенно от-
личается от рассмотренной в предыдущей

главе задачи принятия решения при неопределенности, вызван-
ной незнанием состояния природы:

• в отличие от природы разумный игрок «изощрен и злона-
мерен», он старается принять самые неблагоприятные для
противника решения, при этом оба игрока предполагаются
одинаково разумными: любая идея, которая может прийти
в голову первому, может посетить и второго;

• обе стороны конфликта равноправны, оптимальное решение
следует рекомендовать каждому из игроков.

Эти обстоятельства диктуют следующие общие принципы при-
нятия решений в антагонистических играх:

• принцип осторожности (prudence);

• принцип уравновешенности (equilibrium).
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Посмотрим, каким образом эти общие принципы реализуют-
ся в конкретных рекомендациях по выбору решений. Пока будем
предполагать, что игроки пользуются только чистыми стратеги-
ями, смешанные стратегии будем рассматривать позже.

Защитные
чистые стратегии

Принцип осторожности предписывает
игрокам рассчитывать на самый силь-
ный вариант ответного хода противни-
ка, то есть игроки ориентируются на

г а р а н т и р о в а н н ы й выигрыш. Стратегии, соответ-
ствующие этому принципу, называются защитными (в другой
терминологии осторожными — prudent), мы будем обозначать
их штрихом.

Отсюда следует, что защитная чистая стратегия a′ первого иг-
рока выбирается по максиминному критерию, при этом его мак-
симальный гарантированный выигрыш равен

v1 = max
i

min
j
uij — нижняя цена (low value) игры.

Защитная чистая стратегия II игрока b′ выбирается по мини-
максному критерию, при этом его минимальный гарантирован-
ный проигрыш равен

v2 = min
j

max
i
uij — верхняя цена (upper value) игры.

П р и м е р 1. Найдем защитные стратегии в игре с угады-
ванием монеток:

b1 b2 minj uij

a1 1 −1 −1
a2 −2 2 −2

maxi uij 1 2

Видим, что

v1 = max
i

min
j
uij = −1,

v2 = min
j

max
i
uij = 1.
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Следовательно, защитные стратегии в этой игре a′ = a1, b
′ = b1,

и нижняя цена данной игры не совпадает с верхней. �

П р и м е р 2. Проделаем ту же процедуру с игрой в откры-
вание карт:

b1 b2 b3 minj uij

a1 8 10 −5 −5
a2 15 17 −12 −12
a3 16 18 −13 −13

maxi uij 16 18 −5

Здесь

v1 = max
i

min
j
uij = −5,

v2 = min
j

max
i
uij = −5,

защитные стратегии a′ = a1, b
′ = b3, причем в этой игре верхняя

и нижняя цены игры совпадают. �

Из самого определения защитных стратегий следует, что они
существуют во всех играх; более того, их может быть несколько.
Например, в игре с платежной матрицей(

7 9 7
5 4 3

)

у второго игрока две защитных чистых стратегии — b1 и b3.
Всегда ли пару защитных стратегий можно рекомендовать иг-

рокам в качестве оптимального решения? Как покажут дальней-
шие примеры, нет, не всегда. Сам по себе принцип осторожности
еще недостаточен для выбора решения, если он не сочетается с
другим принципом — уравновешенности.
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Уравновешенные пары
чистых стратегий

Вернемся к примеру с отгадыванием
монеток и предположим, что игроки
решили следовать теории и восполь-

зоваться только что найденными защитными стратегиями.
Пусть первый игрок собрался применить чистую стратегию a1.

b1 b2

a1 1 −1
a2 −2 2

Рис. 19.2.

Тогда второй игрок, глядя на платежную
матрицу (рис. 19.2), может рассуждать
примерно так: «Мой противник, т. е. пер-
вый игрок, зная теорию, очевидно захо-
чет воспользоваться рекомендуемой за-
щитной стратегией a1. При этом он дума-
ет, что я тоже применю защитную стра-
тегию b1 и надеется получить выигрыш

u11 = 1. Пусть он так и продолжает думать, а я тем временем
применю b2, и он вместо выигрыша получит u12 = −1. Итак, я
иду b2».

В это время первый игрок, подумав еще, приходит к такому
рассуждению: «Я, наверное, поступлю опрометчиво, если приму
теоретическую a1. Мой противник хитер и, скорее всего, хочет
меня обмануть, выбрав b2 вместо защитной b1, рассчитывая на
u12 = −1. Но я эту хитрость разгадал, и его подвох наткнется
на подвох: я меняю свое прежнее решение и иду a2, тогда вместо
проигрыша одного рубля я выиграю целых два (u22 = 2)».

Как видно, первый игрок сделал довольно тонкий расчет. Од-
нако мы предполагали, что второй игрок не менее хитроумен. Он
может воспроизвести всю цепочку рассуждений своего противни-
ка: «Я думаю, что он думает, что я думаю...» и снова вернуться
к b1. В свою очередь, первый игрок повторяет ход мысли второго,
и так до бесконечности. Складывается весьма странная ситуация,
когда каждый из игроков, подозревая о том, что его противник
будет применять защитную стратегию, испытывает соблазн отой-
ти от своей защитной стратегии. Такое свойство называется не-
уравновешенностью (disequilibrium) защитных стратегий. Итак, в
примере с отгадыванием монеток пара защитных стратегий не-
уравновешена.
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Совсем другая ситуация складывается в игре с открыванием
карт (рис. 19.3). Защитная пара стратегий в ней a1, b3, и если пер-
вый игрок предполагает, что его противник использует защитную
b3, то ему нет смысла отклоняться от своей защитной a1, так как
элемент u13 = −5 является наибольшим в своем столбце, и от-
клонение приведет к лишь к меньшему выигрышу. Точно так же,

b1 b2 b3

a1 8 10 −5
a2 15 17 −12
a3 16 18 −13

Рис. 19.3.

если второй игрок предполагает, что пер-
вый придерживается a1, то всякое от-
клонение от защитной может лишь ухуд-
шить исход, так как u13 = −5 является
наименьшим (проигрышем) в своей стро-
ке (напомним, что элементы платежной
матрицы означают выигрыши первого и
проигрыши второго игроков).

Определение. Говорят, что пара
чистых стратегий ai∗ , bj∗ уравновешена (equilibrated), если для
любых i и j

uij∗ � ui∗j∗ � ui∗j .

Если один из игроков использует стратегию уравновешенной
пары, то второму ничего не остается, как также воспользоваться
второй стратегией из этой пары. Такое свойство гарантирует жиз-
ненность теории: у противника не будет соблазна отойти от теоре-
тического решения. Вот почему второй основополагающий прин-
цип теории игр — принцип уравновешенности — обязывает искать
не просто пары защитных стратегий, а у р а в н о в е ш е н н ы е
пары защитных стратегий.

Комбинация обоих принципов должна, на первый взгляд,
усложнить задачу, но оказывается, что требование уравновешен-
ности поглощает требование защитности.

Теорема. Уравновешенная пара стратегий, если она суще-
ствует, является защитной.
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Доказательство. Пусть существует уравновешенная па-
ра (ai∗ , bj∗). Для нее

∀i, j uij∗ � ui∗j∗ � ui∗j , (19.2)

или, что то же самое,

max
i
uij∗ = ui∗j∗ = min

j
ui∗j . (19.3)

Обозначим гарантированный выигрыш первого игрока при ис-
пользовании им стратегии ai∗ через g∗, а любой другой стратегии
ai — через gi.

Тогда g∗=[по определению]=minj ui∗j= [по правой части
(19.3)]= ui∗j∗=[по (19.2)] � uij∗ � [по свойству min] � minj uij=[по
определению]=gi.

Таким образом, g∗ � gi, т. е. ai∗ — защитная стратегия. Дока-
зательство для bj∗ аналогично. �

Оптимальные
чистые стратегии

Учитывая только что доказанную теорему,
можно определить оптимальные стратегии
и дать понятие решения игры со строгим

соперничеством, имея в виду только чистые стратегии.

Определение. Решением игры в ч и с т ы х стратегиях
называется уравновешенная пара ai∗ , bj∗ чистых стратегий.

Число v = ui∗j∗ , которое представляет собой выигрыш пер-
вого игрока при использовании игроками оптимальных страте-
гий, называется ценой (value) игры. Если v = 0, игра называется
справедливой.

Определив решение игры, мы теперь обязаны ответить на ряд
принципиальных вопросов:

1) Всякая ли игра имеет решение в чистых стратегиях?
2) Как находить решение, когда оно существует?
3) Как проверить, имеет ли конкретная игра решение?
4) Единственно ли решение и как поступать, если их

несколько?
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На первый вопрос мы вынуждены дать отрицательный от-
вет, так как легко указать пример игры без уравновешенных пар.
В частности, в игре с отгадыванием монеток всего четыре пары
чистых стратегий, и ни одна из них, как легко убедиться простым
перебором, не является уравновешенной.

Второй вопрос также достаточно прост. Как следует из са-
мого определения, уравновешенная пара стратегий соответствует
седловой точке (saddle point) платежной матрице, т. е. такому ее
элементу ui∗j∗ , который является одновременно максимальным в
своем столбце и минимальным в своей строке. Поэтому проблема
нахождения решения в чистых стратегиях сводится к отысканию
седловой точки платежной матрицы, а критерий существования
решения — к критерию существования седловой точки.

19.3. Игры с седловой точкой

Критерий
существования
решения

Определить существование седловой точки в
платежной матрице можно непосредственно,
проверяя каждый элемент, является ли он сед-
ловым. Однако этот путь весьма трудоемок,

желательно иметь более простой критерий существования седло-
вой точки.

Теорема. Уравновешенная пара чистых стратегий (ai∗ , bj∗)
существует тогда и только тогда, когда

v1 = max
i

min
j
uij = min

j
max

i
uij = v2 = v,

т. е. нижняя цена игры равна верхней.

Сначала докажем лемму

Лемма. Нижняя цена игры никогда не превышает верхней,
т. е. v1 � v2.

Доказательство леммы. Докажем лемму для более общего
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случая произвольной функции f(x, y) и покажем, что

max
x

min
y
f(x, y) � min

y
max

x
f(x, y).

Рассмотрим выражение miny f(x, y). Оно является функцией
переменной x. Обозначим через x′ значение аргумента, при кото-
ром она принимает наибольшее значение. Точно так же обозначим
через y′ значение аргумента, при котором функция maxx f(x, y)
достигает наименьшего значения.

Запишем цепочку неравенств: maxx[miny f(x, y)]=[по опреде-
лению x′]=miny f(x′, y) �[по свойству min, подставив в каче-
стве y любое значение, в частности y′] � f(x′, y′) � [по свойству
max]� maxx f(x, y′)= [по определению y′]=miny[maxx f(x, y)].

Лемма доказана.

Доказательство необходимости. Пусть существует уравнове-
шенная пара стратегий (ai∗ , bj∗); соответствующий элемент пла-
тежной матрицы является седловой точкой:

max
i
uij∗ = ui∗j∗ = min

j
ui∗j .

Для доказательства того, что v1 = v2, запишем цепочку
неравенств: v2=[по определению]=minj maxi uij �[по свойству
min, подставив в качестве j любое значение, в частности j∗]
� maxuij∗=[по условию теоремы]=minj ui∗j � [по свойству max]
� maxi minj uij=[по определению]=v1.

Но в лемме мы показали, что v1 � v2. Следовательно, v1 = v2.
Необходимость доказана.

Доказательство достаточности. Пусть нижняя цена игры
равна верхней, т. е.

v1 = max
i

min
j
uij = min

j
max

i
uij = v2 = v. (19.4)

Докажем существование седловой точки. Обозначим через i′

и j′ значения индексов i и j, на которых достигаются внешние
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максимум и минимум в (19.4). Заметим, что именно они опреде-
ляют защитную пару стратегий (ai′ , bj′). Тогда

max
i
uij′ = min

j
ui′j . (19.5)

Возьмем произвольный индекс i и запишем цепочку неравенств:
uij′ �[по свойству max] � maxi uij′= [по (19.5)]= minj ui′j=[по
свойству min, подставив в качестве j любое значение, в част-
ности j′] � ui′j′ . Аналогично показывается, что для любого j
ui′j � ui′j′ .

Итак, мы показали, что

∀i, j uij′ � ui′j′ � ui′j ,

то есть существующая всегда защитная пара стратегий (ai′ , bj′) в
условиях теоремы является уравновешенной. Достаточность до-
казана, теорема доказана полностью. �

Две доказанные теоремы в совокупности утверждают, что
уравновешенная пара стратегий всегда является защитной, од-
нако защитная пара чистых стратегий является уравновешенной
только для игр, в которых нижняя цена игры равна верхней, то
есть для игр с седловой точкой.

Решение игр
с седловой
точкой

В приведенном выше доказательстве достаточно-
сти содержится ответ и на третий вопрос: как
найти решение, если выполняется критерий су-
ществования решения v1 = v2. Решением игры в

чистых стратегиях, то есть уравновешенной парой чистых стра-
тегий в этом случае является защитная пара чистых стратегий,
находимая по максиминному и минимаксному критериям для пер-
вого и второго игроков соответственно. Алгоритм их нахождения
имеет линейную трудоемкость.

П р и м е р. Применим изложенную методику к описанным
выше простейшим играм со строгим соперничеством.
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В игре с отгадыванием монеток v1 = −1 �= v2 = 1. Следова-
тельно, эта игра не имеет решения в чистых стратегиях — факт,
нам уже известный.

Игра с открыванием карт имеет решение в чистых стратегиях,
так как для нее v1 = v2 = −5. Найденная в примере на с. 213 пара
защитных стратегий (a1, b3) является уравновешенной и дает ре-
шение игры. Цена игры v = −5, т. е. игра несправедлива в пользу
второго игрока. Это и понятно: у него на руках старшая карта,
оптимальная для него стратегия — идти с этой карты. �

Неоднозначность
решения

При нахождении решения не исключена не-
однозначность, так как в платежной мат-
рице может существовать несколько седло-
вых точек, каждой из которых соответству-

ет уравновешенная (она же защитная) пара стратегий. Легко по-
казать, что никаких проблем при этом не возникает: допустима
любая комбинация оптимальных чистых стратегий, при этом все
они оказываются эквивалентными, все седловые элементы равны.
Следующая теорема доказывает это утверждение для двух седло-
вых точек, обобщение ее на множественный случай тривиально.

Теорема. Если (ai1 , bj1) и (ai2 , bj2) – уравновешенные пары
стратегий, то (ai1 , bj2) и (ai2 , bj1) – также уравновешенные па-
ры, причем

ui1j1 = ui1j2 = ui2j1 = ui2j2 .

Доказательство. Так как исходные пары уравновешены, то

∀i, j uij1 � ui1j1 � ui1j ; (19.6)
∀i, j uij2 � ui2j2 � ui2j . (19.7)

Подставив в (19.6) i = i2, j = j2, a в (19.7) i = i1, j = j1,
получаем

ui2j1 � ui1j1 � ui1j2 = ui1j2 � ui2j2 � ui2j1 .

Зацикленность равенства доказывает теорему. �
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На этом теорию антагонистических игр с седловой точкой
можно считать исчерпанной. Единственный вопрос, на который не
дан пока ответ — насколько эта теория ценна для практики. Иначе
говоря, как часто встречаются игры, которые, будучи предостав-
ленными в нормальной форме (как это делается, мы рассмотрим
несколько позже), имеют седловую точку? Оказывается, довольно
часто. Класс игр с седловой точкой охватывает все игры с полной
информацией, в частности волнующие человечество много веков
шахматы и шашки. Эти игры имеют решение в чистых стратегиях
и, если их представить в нормальной форме, не представляют тео-
ретического интереса. Вся сложность здесь в размерности. Число
чистых стратегий у каждого из игроков хотя и конечно, но необо-
зримо велико, поэтому попытки «в лоб» решить игру в шахматы
бесперспективны. Все существующие шахматные программы ос-
нованы на других идеях, связанных с моделированием мышления
человека при анализе большого числа вариантов.

19.4. Игры без седловой точки

Смешанное
расширение
игры

Как мы показали, существуют игры, не имеющие
уравновешенных пар чистых стратегий. Для та-
ких игр л ю б а я теория, рекомендующая в ка-
честве решения ту или иную чистую стратегию,

окажется нежизнеспособной, потому что для каждого игрока по-
пытка следовать теории сразу же порождает стимул отказаться
от нее (мы уже приводили образец таких рассуждений: «я думаю,
что он думает, что я думаю...»). В отличие от игр с седловой точ-
кой, где игрокам не имело смысла скрывать свои оптимальные
стратегии, здесь нужно стремиться в наибольшей степени засек-
ретить выбор стратегии и даже ход рассуждений, приводящий к
их выбору. Наилучший способ для этого — самому не знать, какая
стратегия выбирается. Так возникает идея использования рандо-
мизированных (смешанных) стратегий, в результате чего проис-
ходит смешанное расширение (mixed extention) игры. При исполь-
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зовании смешанной стратегии игрок устанавливает только веро-
ятности, а конкретную чистую стратегию выбирает случайный
механизм.

Замечание. Классическая теория игр Неймана — Моргенштерна
рассматривает только один способ образования смешанных стратегий —
рандомизацию (randomization). Однако в жизни возможны и диверси-
фицированные смешанные стратегии.

Выбирая смешанную стратегию, игроки фиксируют распре-
деления интенсивностей (при рандомизации — вероятностей) на
множестве своих чистых стратегий. Таким образом, смешанная
стратегия первого игрока — это набор чисел

X = (x1, . . . , xm), xi � 0,
m∑

i=1

xi = 1,

а смешанная стратегия второго игрока — набор чисел

Y = (y1, . . . , yn), yj � 0,
n∑

j=1

yj = 1.

Если игрок I выбирает смешанную стратегию X, а игрок II –
чистую bj , то средняя полезность выигрыша первого игрока

M(X, bj) =
m∑

i=1

uijxi.

Если игрок I выбирает чистую ai, а игрок II – смешанную стра-
тегию Y, то средняя полезность выигрыша первого игрока

M(ai, Y ) =
n∑

j=1

uijyj .

Если, наконец, оба выбирают смешанные стратегии X и Y, то

M(X,Y ) =
m∑

i=1

xiM(ai, Y ) =
n∑

j=1

yjM(X, bj) =
m∑

i=1

n∑
j=1

xiuijyj .
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Последнее выражение называется билинейной формой от пере-
менных X,Y .

Замечание. Концепция рандомизированной смешанной стратегии
занимает важное место в теории игр: на ней строится вся теория анта-
гонистических игр без седловой точки, которую мы будем сейчас рас-
сматривать, поэтому сразу же заметим, что эта концепция далеко не
бесспорна.

Предположим, что игрок собирается играть в данную игру всего раз
в жизни, и исходы в ней весьма ответственны — на карту могут быть
поставлены благополучие и даже жизнь человека. Примет ли игрок в
таком случае аксиоматическую теорию полезности Неймана — Морген-
штерна, уповая на некоторую гипотетическую среднюю полезность, и
доверит ли он свою судьбу жребию? Очень возможно, что не доверит,
а предпочтет использовать защитную чистую стратегию, обеспечиваю-
щую ему наибольший г а р а н т и р о в а н н ы й выигрыш.

Другое дело, когда игра ведется много раз и выигрыш накапливает-
ся. В этом случае абстрактный средний выигрыш приобретает практи-
ческий смысл: если число партий достаточно велико, то к нему в силу
закона больших чисел стремится среднее арифметическое выигрыша в
последовательности партий. В дальнейшем будем предполагать именно
эту модель, поэтому без оговорок принимаем аксиоматику теории по-
лезности и будем руководствоваться средней ожидаемой полезностью.

В игре с природой мы отмечали (см. с. 155), что, исполь-
зуя смешанную стратегию, можно повысить среднюю полезность.
Аналогичная ситуация наблюдается и в игре с разумным против-
ником.

П р и м е р. Рассмотрим игру с отгадыванием монеток. За-
щитной чистой стратегией первого игрока является стратегия a1,
которая дает ему гарантированный выигрыш v1 = −1.

Попытаемся применить некоторую смешанную стратегию пер-
вого игрока, например X = (1/2, 1/2). Тогда, если второй игрок
применяет b1, то средний выигрыш первого игрока равен

M(X, b1) = 1/2 · 1 + 1/2 · (−2) = −1/2,
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а если он применяет b2, то

M(X, b2) = 1/2 · (−1) + 1/2 · 2 = 1/2.

Отсюда видно, что наименьший (гарантированный) средний вы-
игрыш первого игрока при использованииX против любой чистой
стратегии второго игрока равен

min [M(X, b1),M(X, b2)] = min [−1/2, 1/2] = −1/2.

Таким образом, применив смешанную стратегию (1/2, 1/2), пер-
вый игрок повысил на 1/2 гарантированный выигрыш по сравне-
нию с наилучшей чистой стратегией (правда, в среднем).

Является ли это приращение предельным? По-видимому, нет,
ведь мы выбрали первую попавшуюся смешанную стратегию.
Можно предположить, что, подбирая оптимальным способом ве-
роятности x1, x2, удастся еще повысить гарантированный средний
выигрыш. �

Защитные
смешанные
стратегии

Начиная с этого места, мы можем заново пройти по
логическому пути изучения игры со строгим сопер-
ничеством, заменяя понятия «чистые стратегии»
на «смешанные стратегии». Предстоит дать опре-

деление защитных смешанных стратегий и выяснить способы их
нахождения; разобраться с уравновешенностью и выяснить связь
между защитными и уравновешенными парами, определить по-
нятие решение игры в смешанных стратегиях; найти критерий
существования решения.

Определение. Смешанная стратегия X ′, максимизирую-
щая средний гарантированный выигрыш, т. е. выбранная в соот-
ветствии с максиминным критерием

min
Y

M(X,Y ) → max
X
,

называется защитной стратегией первого игрока. Достигаемый
при этом средний выигрыш

v1 = max
X

min
Y

M(X,Y )
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называется нижней ценой игры в классе смешанных стратегий.
Смешанная стратегия Y ′ второго игрока, минимизирующая

средний гарантированный проигрыш и выбранная в соответ-
ствии с минимаксным критерием, называется защитной стра-
тегией второго игрока:

max
X

M(X,Y ) → min
Y

.

Достигаемый при этом средний проигрыш

v2 = min
Y

max
X

M(X,Y )

называется верхней ценой игры в классе смешанных стратегий.

Хотя в определении защитной смешанной стратегии предпола-
гается наиболее сильный ответ противника в классе смешанных
стратегий, легко показать, что наилучшим ответом против любой
смешанной стратегии является чистая стратегия. Например, если
рассмотреть выражение для гарантированного выигрыша первого
игрока при использовании им смешанной стратегии X:

min
Y

M(X,Y ) = min
Y

⎡
⎣ n∑

j=1

yjM(X, bj)

⎤
⎦ ,

то, поскольку
∑
yj = 1 и yj � 0, при минимизации все компо-

ненты yj следует положить равными нулю, кроме той, которая
соответствует минимальному значению.

Аналогичный результат получается и для защитной стратегии
второго игрока, поэтому нижнюю и верхнюю цену игры в классе
смешанных стратегий можно определить как

v1 = max
X

min
Y

M(X,Y ) = max
X

min
j
M(X, bj) = max

X
min

j

m∑
i=1

uijxi,

v2 = min
Y

max
X

M(X,Y ) = min
Y

max
i
M(ai, Y ) = min

Y
max

i

n∑
j=1

uijyj .

Ранее мы показали, что всегда v1 � v2.
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Графический способ
для игр 2× n или m× 2

Из определения защитных смешанных
стратегий следует, что они существу-
ют всегда, так как билинейная форма,

определенная на замкнутом множестве, достигает на нем наиболь-
шего и наименьшего значений.

Защитные стратегии можно искать разными способами, для
простых игр размером 2×n или m× 2 вполне пригоден графиче-
ский метод, который мы сейчас рассмотрим.

Пусть задана игра 2 × n с платежной матрицей

b1 b2 . . . bn

a1 u11 u12 . . . u1n

a2 u21 u22 . . . u2n

Смешанная стратегия первого игрока представляет собой пару не-
отрицательных чисел (x1, x2), в сумме дающих единицу. Геомет-
рически ее можно представить точкой на единичном отрезке оси
абсцисс (рис. 19.4, а), при этом левая крайняя точка отрезка соот-

Рис. 19.4. Защитные смешанные стратегии в игре 2 × n
для первого игрока (a) и для второго игрока (б )

ветствует чистой стратегии a2 (x1 = 0, x2 = 1), правая — чистой
стратегии a1. По оси ординат будем откладывать средние выиг-
рыши первого игрока для каждой из чистых стратегий второго
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игрока M(X, bj) = u1jx1 + u2jx2. Это будут прямые линии, левые
концы которых имеют ординаты u2j , соответствующие выигры-
шам при чистых стратегиях a2, а правые концы — выигрышам
u1j при использовании чистой стратегии a1.

Для определения защитной стратегии первого игрока
X ′ = (x′1, x′2) нужно найти такую точку на единичном отрезке,
для которой

min
Y

M(X,Y ) = min
j
M(X, bj) → max

X
.

Для этого следует построить огибающую снизу семейства прямых
M(X, bj) и найти точку ее максимума (рис. 19.4, а). Ордината этой
точки даст значение нижней цены игры v1.

Аналогичные построения делаются для нахождения защитной
смешанной стратегии второго игрока (рис. 19.4, б ). Поскольку чи-
стых стратегий у него может быть больше двух, для построения
графика выбирается пара стратегий bl, bk, которые соответству-
ют прямым, образовавшим точку максимума на рис. 19.4, а (та-
кой выбор станет понятным, когда мы рассмотрим эту задачу с
точки зрения линейного программирования). Далее строятся две
прямые M(a1, Y ) и M(a2, Y ) и их огибающая сверху, после чего
находится точка минимума огибающей. Ее абсцисса даст искомую
защитную стратегию Y ′ = (y′l, y

′
k), а ордината — значение верхней

цены игры v2.
Для игрm×2 построения делаются в обратном порядке: снача-

ла находится защитная стратегия Y ′, далее определяются две чи-
стых стратегии, соответствующие минимальному среднему про-
игрышу, по ним находится X ′.

Сведение к задаче
линейного програм-
мирования

Наиболее универсальным методом нахож-
дения защитных смешанных стратегий яв-
ляется линейное программирование.

Действительно, задача поиска защит-
ной смешанной стратегии первого игрока, максимизирующей
средний гарантированный выигрыш, т. е. находимой по макси-
минному критерию, состоит (см. с. 170) в нахождении вектора
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X = (x1, . . . , xm), для которого

m∑
i=1

xi = 1,

xi � 0, i = 1, . . . ,m,

M(X, bj) =
m∑

i=1

uijxi � v1, j = 1, . . . , n,

v1 → max .

После замены переменных x̃i = xi/v1 эта задача эквивалентна
задаче линейного программирования

L1 =
m∑

i=1

x̃i =
1
v1

→ min,

m∑
i=1

uij x̃i � 1, j = 1, . . . , n, (19.8)

x̃i � 0, i = 1, . . . ,m.

Аналогично, защитная смешанная стратегия второго игрока
Y = (y1 . . . , yn), минимизиующая средний гарантированный про-
игрыш, т. е. выбираемая по минимаксному критерию, должна удо-
влетворять соотношениям

n∑
j=1

yj = 1,

yj � 0, j = 1, . . . , n,

M(ai, Y ) =
n∑

j=1

uijyj � v2, i = 1, . . . ,m,

v2 → min,
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которая после замены переменных ỹj = yj/v2 запишется как

L2 =
n∑

j=1

ỹj =
1
v2

→ max,

n∑
j=1

uij ỹj � 1, i = 1, . . . ,m, (19.9)

ỹj � 0, j = 1, . . . , n.

Легко видеть, что (19.8) и (19.9) образуют двойственную пару
задач линейного программирования. Первая теорема двойствен-
ности [9, с. 115] гласит, что если одна из задач двойственной пары
имеет решение, то и другая имеет решение, при этом экстремаль-
ные значения целевых функций равны. Убедимся, что в нашем
случае это так.

Без ограничения общности можно считать все выигрыши
uij > 0, в противном случае к платежной матрице нужно доба-
вить константу, что понимается как «заем» фиксированной суммы
первым игроком у второго перед началом игры, после окончания
игры эта сумма возвращается.

Рассмотрим задачу первого игрока (19.8). Она имеет решение,
если ее условия непротиворечивы и целевая функция ограничена
в сторону оптимизации. Непротиворечивость доказывается суще-
ствованием хотя бы одного плана X = (x1, . . . , xm), для которого
выполняются условия задачи. Обозначим D = minuij > 0 и при-
мем x̃i = 1/(mD). Тогда x̃i > 0 и

m∑
i=1

uij x̃i =
m∑

i=1

uij
1
mD

� 1
mD

m∑
i=1

minuij =
1
mD

m∑
i=1

D = 1.

Условия задачи выполняются. С другой стороны, целевая функ-
ция ограничена снизу нулем. Следовательно, обе задачи двой-
ственной пары имеют решения X̃ и Ỹ , при этом L1 = L2 = L,
откуда v1 = v2. Таким образом, мы показали, что в классе
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с м е ш а н н ы х стратегий нижняя и верхняя цены любой
игры равны между собой и равны цене игры v. Как мы увидим
далее, этот факт имеет принципиальное значение для теории ан-
тагонистических игр.

Получив решение двойственной пары задач линейного про-
граммирования, возвращаемся к исходным переменным, находим
цену игры и защитные смешанные стратегии

v = 1/L, X ′ = vX̃, Y ′ = vỸ .

Замечание. Интересно посмотреть, как проявит себя Вторая тео-
рема двойственности [9, с. 121] приименительно к нашей задаче. Двой-
ственные условия для оптимальных планов, записанные в исходных пе-
ременных, с учетом того, что v1 = v2 = v, имеют вид

x′i � 0 ↔ M(ai, Y
′) =

n∑
j=1

uijy
′
j � v, i = 1, . . . ,m,

y′j � 0 ↔ M(X ′, bj) =
m∑

i=1

uijx
′
i � v, j = 1, . . . , n.

Согласно принципу дополняющей нежесткости, в каждой паре двой-
ственных условий не должно быть более одного строгого неравенства.
Отсюда, в частности, следует объяснение того, что при графическом ре-
шении игры 2 × n рассматриваются только две чистых стратегии bl, bk
второго игрока. Для остальных j прямыеM(X, bj) проходят над точкой
v1 = v, следовательно,M(X ′, bj) > v, и соответствующие интенсивности
использования чистых стратегий y′j = 0.

П р и м е р. Найдем защитные смешанные стратегии в игре
с платежной матрицей⎛

⎜⎝ 0 3 −2 1
2 −1 1 −1

−2 1 0 2

⎞
⎟⎠ .

Прежде всего преобразуем платежную матрицу так, чтобы все
ее элементы стали положительными. Для этого достаточно при-
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бавить к каждому элементу число, большее двух, скажем три.
Получим игру, стратегически эквивалентную исходной:⎛

⎜⎝ 3 6 1 4
5 2 4 2
1 4 3 5

⎞
⎟⎠ .

Задача первого игрока запишется в виде

L1 = x̃1 + x̃2 + x̃3 → min,
3x̃1 + 5x̃2 + x̃3 � 1,
6x̃1 + 2x̃2 + 4x̃3 � 1,
x̃1 + 4x̃2 + 3x̃3 � 1,

4x̃1 + 2x̃2 + 5x̃3 � 1,
x̃1, x̃2, x̃3 � 0.

Решив ее, например, с помощью электронной таблицы Excel, по-
лучаем X̃ = (0.0384, 0.1538, 0.1154), L1 = 0.3077.

Точно так же, решая задачу второго игрока, находим опти-
мальный план Ỹ = (0.0256, 0.1282, 0.1538), L2 = 0.3077.

Возвращаясь к исходным переменным, определяем цену игры
v = 1/L = 3.25, защитные смешанные стратегии первого X ′ =
= (0.125, 0.5, 0.375) и второго Y ′ = (0.083, 0.4166, 0.5, 0) игроков.
В заключение осталось поправить цену игры, уменьшив ее на три
единицы, те самые, которые мы прибавляли к платежной матри-
це. В итоге истинная цена игры равна 0.25, то есть данная игра
немного несправедлива в пользу первого игрока �

Аналитический способ
для игры 2 × 2

Принцип дополняющей нежесткости
дает способ нахождения защитных
смешанных стратегий для простейшей

игры с двумя чистыми стратегиями у каждого из игроков. Ес-
ли платежная матрица не имеет седловой точки, то защитные
стратегии обязательно являются смешанными, т. е. выполняются
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строгие неравенства x′1 > 0, x′2 > 0, y′1 > 0, y′2 > 0. Для каждого
из них двойственное условие превращается в равенство:

u11y
′
1 + u12y

′
2 = v,

u21y
′
1 + u22y

′
2 = v,

u11x
′
1 + u21x

′
2 = v,

u21x
′
1 + u22x

′
2 = v.

Добавляя к этим уравнениям два условия нормировки

x′1 + x′2 = 1,
y′1 + y′2 = 1,

получаем систему 6 линейных уравнений (независимых уравнений
в ней 5) с 5 неизвестными. Решая ее, получаем

x′1 =
u22 − u21

A
, x′2 =

u11 − u12

A
, y′1 =

u22 − u12

A
, y′2 =

u11 − u21

A
,

v =
u11(u22 − u12) + u12(u11 − u21)

A
, где A = u11 − u21 − u12 + u22.

П р и м е р. Найдем защитные смешанные стратегии в игре
с отгадыванием монеток. Она имеет размер 2× 2, следовательно,
решение может быть найдено по приведенным выше формулам.
Подставляя u11 = 1, u12 = 1, u21 = −1, u22 = 2, получаем

x′1 = 2/3, x′2 = 1/3, y′1 = 1/2, y′2 = 1/2, v = 0.

Таким образом, данная игра является справедливой. �

Сокращение размерности
платежной матрицы

Трудоемкость методов нахождения
защитных стратегий существенно
зависит от размеров платежной мат-

рицы. В связи с этим уместно задать вопрос: нельзя ли сократить
размерность матрицы без потери решения? Оказывается, в неко-
торых случаях можно провести такую редукцию, основываясь на
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понятии абсолютного доминирования стратегий. К примеру, если
в матрице найдутся две строки (чистые стратегии первого игро-
ка), одна из которых поэлементно больше или равна другой, то
меньшую строку можно выбросить из рассмотрения. Аналогично,
если встретятся два таких столбца (чистые стратегии второго иг-
рока), то удалить следует бо́льший столбец, так как второй игрок
стремится минимизировать свой проигрыш.

П р и м е р. Рассмотрим игру с платежной матрицей⎛
⎜⎝3 4 2 7

1 2 5 5
6 7 4 9

⎞
⎟⎠ .

В ней первый столбец поэлементно меньше (следовательно, луч-
ше) второго и четвертого; отбрасывая их, получаем матрицу⎛

⎜⎝3 2
1 5
6 4

⎞
⎟⎠ .

В получившейся матрице третья строка больше (лучше) первой.
Вычеркивая первую строку, приходим к игре размера 2 × 2(

1 5
6 4

)
,

которую можно решить даже аналитически. �

Уравновешенные
стратегии

Распространив принцип защитности на сме-
шанные стратегии, мы должны сделать сле-
дующий шаг — распространить на них прин-

цип уравновешенности. Обоснование необходимости равновесия
полностью повторяет предыдущее: только уравновешенные пары
делают рекомендацию по их применению жизнеспособной.
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Определение. Пара смешанных стратегий (X∗, Y ∗) назы-
вается уравновешенной, если

∀X,Y M(X,Y ∗) � M(X∗Y ∗) � M(X∗Y ),

т. е. если точка (X∗, Y ∗) является седловой точкой билинейной
функции M(X,Y ).

Двигаясь далее по изведанному логическому пути, мы долж-
ны выяснить взаимосвязь между защитными и уравновешенными
смешанными стратегиями. Она оказывается такой же, как и в чи-
стых стратегиях.

Теорема. Уравновешенная пара смешанных стратегий
(X∗, Y ∗), если она существует, является защитной.

Доказательство совершенно аналогично тому, которое мы де-
лали для чистых стратегий, поэтому мы его опускаем. �

Опираясь на эту теорему, можно дать определение решения
игры без седловой точки.

Определение. Решением игры в смешанных стратеги-
ях называется уравновешенная пара смешанных стратегий
(X∗, Y ∗). Получаемый при этом средний выигрыш первого игрока
v = M(X∗, Y ∗) называется ценой игры. Если v = 0, игра справед-
лива.

Поскольку чистые стратегии являются частным случаем сме-
шанных, то это определение решения непосредственно обобщает
решение в чистых стратегиях. Если игра имеет решение в чистых
стратегиях, то оно будет также решением и в классе смешанных
стратегий.

Обобщив понятие решения на класс смешанных стратегий, мы
должны вновь сформулировать основные вопросы, имея в виду
уже не чистые, а смешанные стратегии:

• Как проверить, имеет ли конкретная игра решение?

• Всякая ли игра имеет решение в смешанных стратегиях?

• Как находить решение, когда оно существует?
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Критерий существова-
ния решения в сме-
шанных стратегиях

Напомним, что в играх с седловой точ-
кой пара защитных чистых стратегий
была уравновешена тогда и только то-
гда, когда нижняя цена игры (в чистых

стратегиях) была равна верхней (см. с. 215). Аналогичный крите-
рий справедлив и для игр без седловой точки, только нижнюю и
верхнюю цену игры нужно понимать в смысле смешанных страте-
гий. Более того, доказательство этого факта, как мы сейчас убе-
димся, почти слово в слово повторяет предыдущее.

Теорема. Уравновешенная пара смешанных стратегий
(X∗, Y ∗) существует тогда и только тогда, когда

v1 = max
X

min
Y

M(X,Y ) = min
Y

max
X

M(X,Y ) = v2 = v,

т. е. нижняя цена игры равна верхней.

Доказательство необходимости. Пусть существует уравнове-
шенная пара стратегий (X∗, Y ∗), являющаяся седловой точкой би-
линейной формы M(X,Y ). Тогда

max
X

M(X,Y ∗) = M(X∗, Y ∗) = min
Y

M(X∗, Y ).

Запишем цепочку неравенств:

v2 = [по определению] =minY maxX M(X,Y ) � [по свойству
min, подставив в качестве Y любое значение, в частности, Y ∗]
� maxX M(X,Y ∗) = [по условию теоремы]= minY M(X∗, Y ) �
[по свойству max] � maxX minY M(X,Y ) = [по определению]= v1.

Но, как мы знаем, всегда v1 � v2, следовательно, v1 = v2.

Доказательство достаточности. Пусть нижняя цена игры
равна верхней:

v1 = max
X

min
Y

M(X,Y ) = min
Y

max
X

M(X,Y ) = v2.
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Обозначим защитные смешанные стратегии (они существуют все-
гда) через X ′, Y ′. По определению защитной стратегии

max
X

min
Y

M(X,Y ) = min
Y

M(X ′, Y ),

min
Y

max
X

M(X,Y ) = max
X

M(X,Y ′).

Тогда условие теоремы перепишется в виде

min
Y

M(X ′, Y ) = max
X

M(X,Y ′).

Покажем, что пара X ′, Y ′ являются седловой точкой функции
M(X,Y ), т. е.

∀X,Y M(X,Y ′) � M(X ′, Y ′) � M(X ′, Y ).

Действительно, возьмем любую смешанную стратегию X. Для
нее можно записать цепочку неравенств:

M(X,Y ′) � [по свойству max] � maxX M(X,Y ′) =[по условию
теоремы]= minY M(X ′, Y ) � [по свойству min, подставляя в каче-
стве Y любое значение, например, Y ′] � M(X ′, Y ′).

Точно так же для любой стратегии Y :

M(X ′, Y ) � [по свойству min] � minY M(X ′, Y )= [по условию тео-
ремы]= maxX M(X,Y ′) � [по свойству max, подставляя вместо X
любое значение, в частности, X ′] � M(X ′, Y ′).

Объединяя оба неравенства, получаем искомый результат. �

Теорема
о минимаксе

Только что доказанная теорема дает критерий су-
ществования решения в играх без седловой точки,
но не отвечает на принципиальный вопрос, для

всех ли игр выполняется данный критерий.
К счастью, ответ мы уже знаем, так как выше (см. с. 227),

сводя задачу нахождения защитных смешанных стратегий к ли-
нейному программированию, мы установили, что в любой игре
нижняя цена игры в классе смешанных стратегий равна верхней.
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Таким образом, объединяя эти результаты в одно утвержде-
ние, мы можем считать доказанной основную теорему теории мат-
ричных игр.

Теорема (о минимаксе). Любая конечная антагонистиче-
ская игра имеет решение в смешанных стратегиях.

Когда эта теорема была сформулирована и доказана в 1928 г.
Джоном фон Нейманом (см. исторические замечания в конце гла-
вы), теория линейного программирования еще не появилась на
свет. Поэтому оригинальное доказательство основано на другой
математическое идее — теореме Брауэра о неподвижной точке.
К сожалению, классическое доказательство не является конструк-
тивным, так как, устанавливая существование уравновешенной
пары, не указывает путь ее нахождения.

Наш подход более полезен с практической точки зрения,
поскольку показывает уравновешенность смешанных защитных
стратегий. Следовательно, никакого особого способа нахождения
решения изобретать не нужно, работают все рассмотренные вы-
ше методы получения защитных смешанных стратегий: графиче-
ский, аналитический, сведение к линейному программированию.

Замечание. Доказательство существования равновесной пары сме-
шанных стратегий и способ ее нахождения составляют основное содер-
жание классической теории игр двух лиц со строгим соперничеством
в матричной форме. При этом существенным является предположение
о конечности игры, т. е. о конечном числе строк и столбцов в платеж-
ной матрице. Попытки непосредственно распространить эту теорию на
случай бесконечного числа чистых стратегий в общем случае оказались
безрезультатными (см. с. 264).

19.5. Игры в позиционной форме

Изучая основные положения теории игр, мы до сих пор рас-
сматривали лишь одну форму представления игр — нормальную.
Следует признать, что такая игра выглядит довольно скучно: иг-
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роки о д н о в р е м е н н о выбирают стратегии, получают
выигрыши, и на этом партия заканчивается. Временно́й, динами-
ческий аспект совершенно не учитывается, в то время как реаль-
ные салонные игры (те же шахматы) имеют ярко выраженный
многоходовой характер, и пока не ясно, как их можно привести к
нормальной форме.

В этом параграфе мы познакомимся с другой формой пред-
ставления игры — позиционной, или, как иногда говорят, развер-
нутой (extensive). Она наиболее естественна для многоходовых
игр, когда игроки делают ходы поочередно, при этом в игре мо-
жет быть не два, а большее количество участников.

Дерево игры Игра в позиционной форме представляется дере-
вом игры — ориентированным графом без ориен-

тированных циклов, в котором вершины соответствуют состояни-
ям игры (позициям), а ребра, выходящие из вершин, отображают
варианты выбора решений в этих позициях. Дерево игры строится
по следующим правилам:

1. Задается начальная вершина (корень дерева) — начальная
позиция игры.

2. Около каждой вершины ставится номер игрока, делающе-
го ход в данной позиции. В тех случаях, когда правилами игры
предусмотрены некоторые случайные действия (например, разда-
ча карт), они приписываются случаю — дополнительному фик-
тивному игроку, имеющему номер 0.

3. Из вершин проводятся ребра, соответствующие возможным
вариантам хода в данной позиции. Ребра оканчиваются вершина-
ми, обозначающими новые позиции.

4. Если в некоторой позиции ход делается случаем, то на исхо-
дящих ребрах записывается соответствующее распределение ве-
роятностей.

5. Определяется совокупность конечных вершин, в которых
правилами предусматривается окончание игры. У каждой конеч-
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ной вершины записывается набор чисел u1, . . . , uN , определяющий
полезность данного исхода для каждого из игроков.

6. Для каждого из игроков определяется совокупность инфор-
мационных множеств. Понятие информационного множества мы

6

5

4

3

2

1

0

I II

1 -1

Рис. 19.5. Дерево игры
в 6 спичек

рассмотрим позже, а пока будем считать,
что каждая из вершин образует свое ин-
формационное множество, состоящее из
одной этой вершины.

П р и м е р (игра в 6 спичек).
На столе лежат 6 спичек. Игроки берут
по очереди спички, начинает первый иг-
рок. Каждый может взять одну или две
спички, проигрывает тот, кто берет по-
следнюю.

Дерево этой игры изображено на
рис. 19.5. Позиции игры полностью опре-
деляются числом оставшихся спичек
(они разбиты по соответствующим уров-
ням, обозначеным штриховыми линия-
ми) и очередью хода (слева — вершины
первого игрока, справа — второго).

Согласно правилам, игра начинается
с левой вершины 6 уровня. Первый иг-
рок может взять одну или две спички, очередь хода переходит ко
второму игроку, который также может взять одну или две спички
и т. д. до окончания игры.

Конечные вершины расположены на верхнем (нулевом) уров-
не. Поскольку эта игра является антагонистической, цифрами
в квадратиках обозначены выигрыши только первого игрока в
условных единицах полезности: 1, если он выигрывает, и –1, если
проигрывает. �
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Информационные
множества

Приведенный только что пример представ-
ляет игру с полной информацией (perfect
information game), в которой каждый из иг-

роков достоверно знает состояние игры в данный момент. Типич-
ные примеры игр с полной информацией — шахматы, шашки,
крестики-нолики и т. п.

Однако существуют игры, в которых игрок не знает точно, в
какой позиции находится игра (например, в большинстве карточ-
ных игр игроку неизвестен расклад карт у партнеров). Неполнота
информации изображается на дереве игры с помощью информа-
ционных множеств (information sets).

Пусть Si — множество вершин (позиций), в которых очередь
хода принадлежит i-му игроку, и имеется разбиение Si на систему
непересекающихся подмножеств Sj

i :

Si =
⋃
j

Sj
i , Sj

i

⋂
Sk

i = ∅.

Определение. Множества Sj
i называются информацион-

ными множествами игрока i, если:

• согласно правилам игры он достоверно знает, к какому мно-
жеству Sj

i относится текущая позиция игры;

• принципиально невозможно узнать, к какой конкретно
вершине данного информационного множества относится
эта позиция.

Замечание. Из определения следует, что все вершины одного ин-
формационного множества являются «близнецами», они имеют один и
тот же набор одноименных альтернатив. В противном случае, проанали-
зировав набор доступных альтернатив, игрок мог бы соориентроваться,
в какой именно позиции информационного множества находится игра.

П р и м е р. Представим в позиционной форме не раз упо-
минавшуюся игру с отгадыванием монеток. В этой игре правила
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требуют, чтобы оба игрока выкладывали монеты одновременно,
однако мы можем разрешить ходить им поочередно, при условии,
что второй игрок не знает выбора первого (до своего хода он не
смотрит на стол).

Дерево этой игры изображено на рис. 19.6. У каждого из иг-
роков по одному информационному множеству, информационное

I

II II

1 2

1 2 1 2

1 -1 -2 2

Рис. 19.6. Позиционная форма игры с отгадыванием
монеток

множество первого игрока S1 состоит из одной вершины, а инфор-
мационное множество второго игрока — из двух вершин, причем
из каждой выходит по два ребра, соответствующих одинаковым
решениям: «положить 1 руб.», «положить 2 руб.». Числа у конеч-
ных вершин обозначают выигрыш первого игрока при соответ-
ствующих исходах. �

Чистые стратегии.
Приведение к
нормальной форме

Имея перед собой дерево игры, каждый из
игроков может, по крайней мере в прин-
ципе, составить для себя инструкцию сле-
дующего содержания: «если я буду нахо-
диться в 1-м информационном множестве,

то мне следует сделать такой-то выбор, если во 2-м — то такой-то,
и так для всех информационных множеств».

Определение. Чистой стратегией i-го игрока называется
правило, ставящее в соответствие каждому информационному
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множеству этого игрока определенный выбор (альтернативу хо-
да) в этом информационном множестве.

Понятие чистой стратегии является фундаментальным в тео-
рии позиционных игр, поэтому мы еще раз подчеркнем основные
моменты этого определения.

Во-первых, согласно определению, одна чистая стратегия иг-
рока дает ему правило поведения сразу в о в с е х информаци-
онных множествах.

Во-вторых, поскольку вершины одного информационного мно-
жества неразличимы, чистая стратегия, предписывающая вы-
бор некоторой альтернативы в одной из вершин информационно-
го множества, автоматически предписывает выбор одноименных
альтернатив у всех других вершин этого же множества.

Чему равно число чистых стратегий? Элементарный подсчет
показывает, что если у игрока имеется R множеств и количество
альтернатив в k-м множестве равно mk, то общее число вариан-
тов выбора поведения равно m1m2 · · ·mR. Отсюда видно, что не-
посредственное перечисление чистых стратегий возможно только
для самых простых игр, для сколько-нибудь сложных реальных
игр (например, шахмат) число возможных чистых стратегий яв-
ляется хотя и конечным, но необозримо большим. Поэтому следу-
ет признать, что понятие чистой стратегии имеет скорее теорети-
ческое, нежели практическое значение.

П р и м е р. Рассмотрим простую игру двух лиц со строгим
соперничеством в позиционной форме (рис. 19.7). Как видно из
рисунка, у первого игрока два информационных множества: S1

1

с тремя альтернативами (идти налево, прямо и направо) и S2
1 с

двумя альтернативами (идти налево и направо). Следовательно,
общее число чистых стратегий первого игрока равно 6. Точно так
же у второго игрока возможны 6 чистых стратегий. Перечни всех
возможных чистых стратегий приведены в таблицах на рисунке.
В качестве примера на рис. 19.7 чистые стратегии a1 и b1 изобра-
жены графически: стрелки указывают выбор альтернативы для
всех информационных множеств каждого из игроков. �
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I

II

1

II II

I I

3 7 2

5 4 3 7 4

Первый Ход во множестве
игрок S1

1 S2
1

a1 Налево Налево
a2 Налево Направо
a3 Прямо Налево
a4 Прямо Направо
a5 Направо Налево
a6 Направо Направо

Второй Ход во множестве
игрок S1

2 S2
2

b1 Налево Налево
b2 Налево Прямо
b3 Налево Направо
b4 Направо Налево
b5 Направо Прямо
b6 Направо Направо

Рис. 19.7. Пример игры с неполной информацией в позицион-
ной форме: дерево игры и перечни всех чистых стратегий обоих

игроков

Как только оба игрока выбрали свои чистые стратегии, ход
игры становится полностью предопределенным, игрокам остается
только получить выигрыш. Например, если первый игрок выбрал
чистую стратегию a1, а второй игрок — чистую стратегию b1, то
игра будет развиваться по пути, показанному на рис. 19.7 стрел-
ками, и приведет к выигрышу первого игрока u11 = 1.

Если же в игре возможны случайные ходы, то выбор стратегий
определяет траекторию игры не однозначно, а в виде распределе-
ния вероятностей по всем возможным траекториям и соответству-
ющим исходам.
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Перебирая все возможные комбинации чистых стратегий
(ai, bj), можно для каждого из игроков построить матрицу, в ко-
торой строки соответствуют чистым стратегиям первого игрока,
столбцы — чистым стратегиям второго, а элементы — полезно-
стям соответствующих исходов (если игра антагонистическая, то
достаточно одной матрицы). Таким образом, введением чистых
стратегий нам удалось свести игру в позиционной форме к нор-
мальному (матричному) виду. Все достижения теории матричных
игр теперь приложимы к играм в позиционной форме.

П р и м е р. Приведем к нормальной форме игру из предыду-
щего примера. Перебирая всевозможные пары чистых стратегий и
отслеживая получающиеся при этом траектории на дереве игры,
получаем следующую платежную матрицу:

b1 b2 b3 b4 b5 b6

a1 1 1 1 7 7 7
a2 3 3 3 2 2 2
a3 5 5 5 4 4 4
a4 5 5 5 4 4 4
a5 3 7 4 3 7 4
a6 3 7 4 3 7 4

Теперь, когда игра представлена в матричной форме, мы мо-
жем решать ее всеми известными нам методами. Прежде всего со-
кратим размеры платежной матрицы, вычеркивая доминируемые
столбцы и строки. Легко видеть, что стратегии a3 и a4 равноцен-
ны и любую из них, например a4, можно вычеркнуть. Точно так
же вычеркиваем b2 и b3, которые доминируются b1, а также b5 и
b6, которые доминируются b4. Получаем матрицу размера 5 × 2:
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b1 b4

a1 1 7
a2 3 2
a3 5 4
a5 3 3
a6 3 3

В получившейся матрице строка a3 доминирует все остальные,
кроме a1; вычеркивая их, приходим к результирующей матрице
размера 2 × 2:

b1 b4

a1 1 7
a3 5 4

В этой игре v1 = 4 �= v2 = 5, следовательно, игра не
имеет решения в чистых стратегиях. Решая ее аналитически
(см. с. 231), получаем следующие оптимальные стратегии и це-
ну игры: x∗1 = 1/7, x∗3 = 6/7; y∗1 = 3/7, y∗4 = 3/7; v = 31/7.

Возвращаясь к словесному описанию чистых стратегий на
рис. 19.7, получаем, что оптимальная смешанная стратегия по-
ведения первого игрока состоит в следующем: в информационном
множестве S1

1 с вероятностью 1/7 идти налево, с вероятностью
6/7 — прямо, а в информационном множестве S2

1 всегда идти на-
лево. Точно так же оптимальная стратегия второго игрока реко-
мендует ему в информационном множестве S1

2 с вероятностью 3/7
идти налево, с вероятностью 4/7 — направо, а в информационном
множестве S2

2 — всегда идти налево. �

Решение игры с полной
информацией на графе

Предыдущий пример показывает,
что решить игру, т. е. найти уравно-
вешенную пару стратегий, можно,
перейдя от позиционной формы к

нормальной. Однако такой путь слишком громоздок, а для
реальных игр и вовсе неприменим из-за большой размерности
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платежной матрицы. Спрашивается, нельзя ли обойтись без
перехода к нормальной форме и непосредственно по дереву
игры найти ее решение? В общем случае, по-видимому, нет, но
в важном случае игр с п о л н о й и н ф о р м а ц и е й
такой способ возможен, и мы его сейчас рассмотрим.

I II
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Рис. 19.8. Графический метод на-
хождения оптимальных стратегий

для игры в 6 спичек

Алгоритм метода, основан-
ного на идеях динамического
программирования, состоит в
разметке вершин дерева игры,
подобно тому, как расставляют-
ся метки на графе при реше-
нии задачи о кратчайшем пути
[9, ч. II, с. 236]. Для того чтобы
избежать громоздких обозначе-
ний, мы рассмотрим его сра-
зу на примере игры в 6 спичек
(рис. 19.8).

Метка у вершины состоит
из двух составляющих: числа
в прямоугольнике и стрелки.
Стрелка указывает оптималь-
ный выбор хода в этой верши-
не (если возможны два вариан-
та, указываются оба), а число,
равное +1 или –1, означает вы-
игрыш первого игрока в случае,

если игра начинается из этой вершины и далее ведется оптималь-
но обоими игроками до конца. Другими словами, число в пря-
моугольнике равно цене подыгры, которая начинается из данной
вершины как начальной.

Вершины графа размечаются о т к о н ц а игры к началу.
Позиции конечного (нулевого) уровня имеют пометки еще до на-
чала работы алгоритма (см. 19.5), они равны выигрышам первого
игрока в случае, когда игра заканчивается в данной вершине.
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Вершины уровня 1 (осталась одна спичка) размечаются про-
сто: ход вынужденный, пометка переносится с нулевого уровня на
первый.

Далее размечаются вершины уровня 2. В каждой такой вер-
шине есть свобода выбора: брать одну или две спички, т. е. идти
налево или направо, причем в любом случае после хода игра при-
ходит в состояние, соответствующее уже размеченной вершине.

Оптимальный выбор первого игрока (левая вершина) состо-
ит в том, чтобы прийти в такую вершину (из двух), у которой
числовая метка н а и б о л ь ш а я. Эта наибольшая метка и
«спускается» в рассматриваемую вершину второго уровня.

Точно так же, если рассматриваемая вершина принадлежит
второму игроку (правая вершина), то выбор делается в пользу
хода, приводящего к вершине с м е н ь ш и м значением числа
в прямоугольнике, это число также спускается вниз.

Продолжая разметку и спускаясь по дереву игры, мы после-
довательно размечаем вершины до тех пор, пока не окажется раз-
меченной начальная вершина. Число в прямоугольнике около нее
даст на цену игры, а расположение стрелок в вершинах укажет
оптимальные чистые стратегии игроков (еще раз напомним, что
совокупность стрелок во всех информационных множествах дан-
ного игрока есть о д н а его чистая стратегия).

Таким образом, цена игры в 6 спичек равна 1, то есть в ней
всегда выигрывает игрок, делающий первый ход.

Замечание. Описанный алгоритм спуска цены игры по дереву
от терминальных к начальной вершине пригоден для решения любых
игр с полной информацией, заданных в позиционной форме, причем из
самого способа построения видно, что в результате всегда получаются
оптимальные чистые стратегии игроков. Эта идея впервые была изло-
жена в статье выдающегося немецкого математика Эрнста Цермело
(Zermelo, Ernst Friedrich Ferdinand; 1871–1953) «О применении теории
множеств к теории шахматной игры», опубликованной в 1913 г., задолго
до создания динамического программирования. Хотя в названии рабо-
ты указаны шахматы, автор подчеркивает, что они выбраны лишь как



248 Глава 19. Принятие решений при противодействии

пример сложной логической игры. Таким образом, все игры с полной
информацией без случайных ходов имеют решение в чистых стратеги-
ях. Другими словами, если привести антагонистическую игру двух лиц
с полной информацией к нормальной форме, то платежная матрица
игры будет иметь седловую точку.

Аналитический способ
для игры в спички

Некоторые игры с регулярной структу-
рой дерева игры могут быть решены
аналитическим способом, без построе-
ния самого графа. В качестве приме-

ра возьмем обобщенную игру в спички: на столе лежит кучка из
n спичек, каждый игрок может брать от 1 до m спичек (m < n),
проигрывает тот, кто берет последнюю спичку.

Введем функцию двух аргументов (функцию Беллмана) Bi(s),
где i = 1, 2; s = 1, . . . , n, которая представляет собой выигрыш
первого игрока при условии, что игра начинается с позиции, в
которой осталось s спичек и очередь хода принадлежит i-му иг-
року, далее ведется обоими игроками оптимально (в графическом
методе значения этой функции соответствовали числам в прямо-
угольниках у вершин дерева игры).

Начальные значения этой функции, соответствующие случаю,
когда осталась одна спичка, очевидны:

B1(1) = −1, B2(1) = 1.

Если игра начинается в позиции, в которой осталось от 2 до m+1
спичек, то выигрывает игрок, имеющий очередь хода:

B1(k) = 1, B2(k) = −1, k = 2, . . . ,m+ 1.

Если обозначить через xi(s) количество спичек, которые берет
i-й игрок в ситуации, когда осталось s спичек, то можно запи-
сать следующую систему рекуррентных соотношений, аналогич-
ную уравнению Беллмана в динамическом программировании:

B1(s) = max
1�x1(s)�m

B2(s− x1(s)),
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B2(s) = min
1�x2(s)�m

B1(s− x2(s)), s > m+ 1.

Из этих соотношений можно, шаг за шагом увеличивая s, опре-
делить функцию Беллмана, ее конечное значение Bi(n) показыва-
ет результат (цену) игры, начинающейся с n спичек при условии,
что первый ход принадлежит игроку i. Попутно находятся оп-
тимальные стратегии игроков. Действительно, чистая стратегия
i-го игрока — это в наших обозначениях функция xi(s), которая
указывает, сколько спичек ему надо брать, если на столе осталось
s спичек. Оптимальная (защитная) стратегия x∗i (s) составляется
из значений, доставляющих максимум (минимум) в рекуррентных
соотношениях.

Решение можно упростить, если воспользоваться свойством
симметрии рассматриваемой игры. Поскольку игроки находятся
в совершенно равном положении, то функцию Беллмана можно
унифицировать:

B(s) = B1(s) = −B2(s),

при этом стратегии игроков также совпадают: x1(s) = x2(s).
С учетом этого два рекуррентных соотношения можно объеди-
нить в одно:

B(s) = max
1�x(s)�m

[−B(s− x(s))] = − min
1�x(s)�m

B(s− x(s)).

Решая его с приведенными выше начальными условиями, полу-
чаем периодическую зависимость:

B(s) =

⎧⎨
⎩−1, если остаток от деления s на (m+ 1) равен 1,

1, в противном случае.

При этом оптимальное число спичек x∗(s), которое нужно брать
при своем ходе, равно остатку от деления s на (m + 1) минус
одна спичка. Если s кратно (m+ 1), то берется m спичек, а если
остаток равен 1, то можно брать любое число спичек — все равно
проигрыш.
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П р и м е р. Пусть игра начинается с полного коробка
(n = 50), разрешается брать от одной до 5 спичек (m = 5). Так
как (50 mod 6) = 2, то B(50) = 1, т.е. всегда выигрывает игрок,
делающий первый ход. При этом в начале игры ему нужно брать
x∗(50) = (50 mod 6) − 1 = 1 спичку, а в дальнейшем придержи-
ваться простого правила: если противник при своем ходе взял k
спичек, то в ответ брать (m+ 1 − k) = (6 − k) спичек. �

19.6. Игры с нестрогим соперничеством

До сих пор мы рассматривали игры двух лиц со строгим со-
перничеством и получили ряд важных и полезных результатов.
К сожалению (а может быть, к счастью), подавляющее число
конфликтов в реальной жизни не является строго антагонистиче-
скими. Поэтому большой теоретический и практический интерес
представляет рассмотрение игр с нестрогим соперничеством.

Мы будем изучать игры с нестрогим соперничеством в нор-
мальной форме. Как известно (см. с. 208), для задания игры в
этом случае нужно определить:

1) множество чистых стратегий первого игрока (a1, . . . , am);
2) множество чистых стратегий второго игрока (b1, . . . , bn);
3) матрицу полезностей для первого игрока U = (uij)m×n;
4) матрицу полезностей для второго игрока W = (wij)m×n.

Существуют два подхода к изучению игр с нестрогим соперни-
чеством: некооперативный и кооперативный. Начнем с первого.

Некооперативный подход.
Независимые стратегии

При некооперативном подходе
предполагается, что правилами
игры запрещено любое сотрудни-

чество между игроками, каждый из них принимает решение
совершенно независимо от другого.

Для общности рассуждений будем оперировать сразу со сме-
шанными стратегиями. Предположим, что первый игрок прини-
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мает смешанную стратегию X = (x1, . . . , xm), а второй игрок
— смешанную стратегию Y = (y1, . . . , yn), где xi, yj определяют
вероятности выбора чистых стратегий ai и bj . Поскольку игро-
ки не общаются друг с другом, эти стратегии являются незави-
симыми в теоретико-вероятностном смысле, следовательно, ве-
роятность выбора любой пары (ai, bj) чистых стратегий равна
п р о и з в е д е н и ю вероятностей xiyj . Тогда средняя ожи-
даемая полезность исхода игры для первого и второго игроков
равна соответственно

u(X,Y ) =
m∑

i=1

n∑
j=1

xiuijyj и w(X,Y ) =
m∑

i=1

n∑
j=1

xiwijyj .

Пару чисел (u,w) удобно представить точкой в двумерном ев-
клидовом пространстве. Когда игроки перебирают всевозможные
смешанные стратегии X,Y , точка (u,w) пробегает некоторое мно-
жество K, называемое платежным множеством. Относительно
этого множества можно сделать следующие утверждения:

1. Каждой паре (X,Y ) смешанных стратегий соответствует
единственная точка из K.

2. Каждой точке платежного множества соответствует по
крайней мере одна пара смешанных стратегий. Таких пар мо-
жет быть и несколько, но для игроков они эквивалентны в том
смысле, что обеспечивают одинаковые средние полезности выиг-
рышей. Имея в виду такое соответствие между полезностями и
стратегиями, мы будем называть точки в платежном множестве
стратегиями до тех пор, пока не понадобятся сами (X,Y ).

3. Платежное множество в общем случае не является выпук-
лым.

П р и м е р. Рассмотрим игру «семейный спор» (см. с. 208).
Матрицы полезностей в ней имеют вид

U =
b1 b2

a1 1 −1
a2 −1 2

, W =
b1 b2

a1 2 −1
a2 −1 1
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Так как чистых стратегий у игроков всего по две, их смешан-
ные стратегии X,Y можно определить двумя числами x и y:

X = (x, 1 − x), Y = (y, 1 − y).

Выигрыши игроков при использовании этих стратегий будут рав-
ны соответственно

u(X,Y ) = xy − x(1 − y) − y(1 − x) + 2(1 − x)(1 − y) =
= 2 − 3(x+ y) + 5xy,

w(X,Y ) = 2xy − x(1 − y) − y(1 − x) + (1 − x)(1 − y) =
= 1 − 2(x+ y) + 5xy.

Для того чтобы выяснить форму платежного множества, вве-
дем промежуточные переменные s = x + y, t = xy и посмотрим,
во что отобразится в этих новых координатах квадрат [0 � x � 1,
0 � y � 1]. C этой целью в координатах (x, y) для произволь-
ного 0 < c � 1 построим линию равных значений t = xy = c
(рис. 19.9, а). Точки этой гиперболы, попавшие в квадрат, отобра-

Рис. 19.9. Построение платежного множества
для некооперативного варианта игры «семейный спор»

зятся, очевидно, в отрезок, параллельный оси s (рис. 19.9, б ), при-
чем нижняя граница отрезка s1 будет соответствовать той точке
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гиперболы, которая обеспечивает наименьшее значение функции
s = x+y, а верхняя s2, наоборот, будет соответствовать точкам ги-
перболы с наибольшим значением s = x+y. Из рис. 19.9, б видно,
что s1 = 2

√
c, s2 = 1 + c.

Меняя значение c от 0 до 1, мы заставляем гиперболу про-
бегать по всем точкам исходного квадрата, при этом его образ
в координатах (t, s) будет представлять собой закрашенную на
рис.19.9, б область. Переходя от переменных (t, s) к переменным
(u,w) с помощью линейного преобразования u = 2 − 3s + 5t,
w = 1− 2s+ 5t, получаем окончательный вид платежного множе-
ства (рис. 19.9, в). Как и следовало ожидать, оно оказалось невы-
пуклым. �

Итак, платежное множество построено и можно искать реше-
ние. Однако здесь возникает вопрос, что мы должны понимать
под решением игры с нестрогим соперничеством. Ведь определе-
ние решения, основанное на принципах осторожности и устойчи-
вости, было в свое время дано для антагонистических игр, перенос
его на игры с ненулевой суммой не так прост.

Защитные стратегии
и точка status quo

Начнем с принципа осторожности. По-
видимому, этот принцип достаточно
обоснован и его следует придерживать-

ся в новых условиях неантагонистического конфликта. Принцип
осторожности приводит, как мы помним, к понятию защитных
стратегий.

Для первого игрока защитная стратегия X ′ = (x′1, . . . , x′m)
должна максимизировать средний гарантированный выигрыш2

u′ = max
X

min
Y

m∑
i=1

n∑
j=1

xiuijyj = max
X

min
j

m∑
i=1

xiuij .

В отличие от антагонистических игр, где второй игрок минимизи-
ровал проигрыш по той же платежной матрице, здесь его защит-

2Правильнее говорить «средняя гарантированная полезность», однако их мож-
но отождествить, если выигрыш измеряется в единицах полезности.
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ная стратегия Y ∗ = (y∗1, . . . , y∗n) должна максимизировать средний
гарантированный выигрыш, рассчитанный по второй матрице по-
лезности:

w′ = max
Y

min
X

m∑
i=1

n∑
j=1

xiwijyj = max
Y

min
i

n∑
j=1

yjwij .

Точка (u′, w′) в платежном множестве K, соответствующая
паре защитных стратегий (X ′, Y ′), называется точкой status quo.
Она определяет те гарантированные размеры выигрышей, кото-
рые игроки могут получить, рассчитывая только на себя.

П р и м е р. Найдем защитные стратегии для игры «се-
мейный спор». Поскольку размерность матриц полезности рав-
на 2 × 2, их можно найти графическим методом (см. с. 226),
не забывая при этом, что для обоих игроков следует искать
м а к с и м и н н ы е стратегии, каждую по своей матрице
(рис. 19.10). Несложные расчеты показывают, что в данной зада-

Рис. 19.10. Защитные стратегии для игры «семейный спор»:
первого игрока (а); второго игрока (б )

че X ′ = (3/5, 2/5); Y ′ = (2/5, 3/5). Отсюда получаем координаты
точки status quo платежного множества (u′, w′) = (1/5, 1/5). На
рис 19.9, в эта точка обозначена как P4. �
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Равновесие по Нэшу.
Трудности определе-
ния решения

Перейдем к обсуждению принципа
уравновешенности. В случае, когда оба
игрока стремятся к максимуму выигры-
ша, пара стратегий (X∗, Y ∗) называется

уравновешенной, если

∀X u(X,Y ∗) � u(X∗, Y ∗),
∀Y w(X∗, Y ) � w(X∗, Y ∗),

т. е. отклонение любого игрока от ситуации равновесия, в то время
как противник продолжает ее придерживаться, ведет к ухудше-
нию результата.

Легко видеть, что в случае игры двух лиц со строгим сопер-
ничеством w(X,Y ) = −u(X,Y ), поэтому определение равновесия
превращается в условие седловой точки.

Американский математик Джон Нэш доказал, что любая ко-
нечная игра имеет хотя бы одну ситуацию равновесия в чистых
или смешанных стратегиях. Более того, поскольку понятие рав-
новесия естественным образом распространяется на игру многих
лиц, ситуация равновесия (равновесия по Нэшу) существует для
любых конечных игр.

Несмотря на такое сильное утверждение, результат Нэша мало
что дает для решения некооперативных игр двух лиц с нестрогим
соперничеством. Во-первых, это — в чистом виде теорема суще-
ствования, не указывающая практический способ нахождения си-
туаций равновесия. Во-вторых, уравновешенные пары стратегий
в таких играх не обладают тем набором замечательных свойств,
которые они имели в играх со строгим соперничеством и которые
делали их безусловными фаворитами на звание «решение игры».

П р и м е р. Непосредственной проверкой легко убедиться,
что в игре «семейный спор» имеются целых три ситуации равнове-
сия. Уравновешенными являются пары чистых стратегий (a1, b1)
и (a2, b2), а также пара смешанных стратегий X∗ = (2/5, 3/5);
Y ∗ = (3/5, 2/5), являющаяся «зеркальным отражением» защит-
ных стратегий, найденных в предыдущем примере.
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На этом простом примере хорошо видны принципиальные
трудности, стоящие на пути определения решения. Никакая из
уравновешенных пар стратегий не является защитной, а защит-
ная пара не является уравновешенной. Более того, три уравно-
вешенные пары обеспечивают совершенно различные выигрыши
игроков. Пара (a1, b1) дает выигрыши (u,w) = (1, 2), изображае-
мые точкой P1, пара (a2, b2) приводит к точке P2 = (2, 1), а сме-
шанные стратегии (2/5, 3/5); (3/5, 2/5) обеспечивают выигрыши,
соответствующие точке P4 = (1/5, 1/5). �

Замечание. Мы не будем углубляться далее в проблему практиче-
ского нахождения равновесных стратегий в играх двух лиц с нестрогим
соперничеством. Эффективного универсального метода построить так
и не удалось, существуют лишь специфические алгоритмы для мат-
риц 2 × 2, для симметричных матриц и т. п. (см., например, [30, с. 81],
[18, с. 108]). Но главная причина не в этом. Само понятие равновесия по
Нэшу, мало что дающее для понимания биматричных игр, раскрывается
во всей своей мощи только в играх многих лиц. В частности, модель не-
кооперативной игры с несколькими участниками хорошо подходит для
описания рыночной конкуренции, где каждый из игроков, боясь ухуд-
шить свое состояние, невольно стремится привести рынок к ситуации
равновесия. Поэтому концепция равновесия по Нэшу является очень
важной в математической экономике, ее автор вместе с двумя другими
математиками получил в 1994 г. Нобелевскую премию по экономике «За
фундаментальный анализ равновесия в теории некооперативных игр»
(см. исторические замечания в конце главы).

Кооперативный подход.
Совместные стратегии

При кооперативном подходе предпо-
лагается, что игроки (мы предполага-
ем, что их два) могут сообщаться в

процессе игры и принимать согласованные действия, используя
совместные стратегии.

Определение. Совместной чистой стратегией называет-
ся пара чистых стратегий (ai, bj), которую игроки обязуются
использовать совместно.
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Определение. Совместной смешанной стратегией назы-
вается распределение вероятностей на множестве совместных
чистых стратегий. Т. е. совместная смешанная стратегия —
это совокупность чисел Z = (zij)m×n, таких, что

m∑
i=1

n∑
j=1

zij = 1, zij � 0.

Из определения следует, что если игроки используют совмест-
ную смешанную стратегию Z, то их средние выигрыши опреде-
лятся выражениями

u(Z) =
m∑

i=1

n∑
j=1

uijzij , w(Z) =
m∑

i=1

n∑
j=1

wijzij .

Легко видеть, что совместные смешанные стратегии включа-
ют как частные случай независимые смешанные стратегии, при-
меняемые в некооперативном варианте биматричной игры. Дей-
ствительно, если первый игрок выбрал смешанную стратегию
X = (x1 m), а второй игрок — стратегию Y = (y1 n),
то это равнозначно тому, что игроки выбрали совместную стра-
тегию Z = (zij)m×n, где zij = xiyj . Это значит, что платежное
множество для кооперативного варианта игры включает в себя
платежное множество некооперативного варианта и является его
выпуклой оболочкой, так как содержит все выпуклые комбинации
точек (uij , wij). Вместе с тем оно предоставляет игрокам новые
возможности, недостижимые при использовании только незави-
симых стратегий.

П р и м е р. Платежное множество для кооперативного ва-
рианта игры «семейный спор» приведено на рис. 19.11. По срав-
нению с предыдущим (рис. 19.9, в) оно содержит дополнительную
заштрихованную область, которая была недоступна при исполь-
зовании независимых смешанных стратегий. Например, если муж
и жена договорились с вероятностью 0.5 вместе ходить в театр, с

,...,x ,...,y



258 Глава 19. Принятие решений при противодействии

u

w

Рис. 19.11. Платежное множество для кооперативного
варианта игры «семейный спор»

вероятностью 0.5 также вместе смотреть телевизор и никогда не
расставаться, то этой договоренности соответствует совместная
смешанная стратегия

Z =

(
0.5 0
0 0.5

)
,

которая обеспечивает игрокам средние выигрыши u(Z) = 1×0.5+
+2 × 0.5 = 1.5; w(Z) = 2 × 0.5 + 1 × 0.5 = 1.5, соответствующие
точке P5 на расширенном платежном множестве. �

Переговорное
множество

Когда сотрудничество разрешено, игроки могут
согласованно выбрать такую совместную страте-
гию, которая являлась бы наилучшей для обоих.

Этот выбор облегчается отбрасыванием стратегий, которые доми-
нируются другими стратегиями.
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Действительно, пусть имеются две совместных смешанных
стратегии Z ′ и Z ′′. В платежном множестве им соответствуют точ-
ки (u′, w′) и (u′′, w′′), которые, как мы отмечали, до поры до вре-
мени также можно считать стратегиями. Если u′ � u′′, w′ � w′′,
то первая доминирует вторую, так как является лучшей стратеги-
ей для обоих игроков. Очевидно, при кооперативной игре игроки
всегда договорятся о том, что они никогда не будут применять
стратегий, которые доминируются другими: это выгодно им обо-
им. Отказ от доминируемых стратегий приведет к тому, что вся
внутренняя часть платежного множества должна быть исключена
из рассмотрения, разумными являются только стратегии, принад-
лежащие множеству Парето, которое в данном случае называется
переговорным множеством.

П р и м е р. Для игры «семейный спор» переговорное мно-
жество представляет собой отрезок прямой, соединяющей точки
P1(1, 2) и P2(2, 1). На рис. 19.11 он выделен жирной линией. �

Переговорное множество обладает тем свойством, что принад-
лежащие ему точки уже не доминируют друг друга. То есть ес-
ли из двух стратегий переговорного множества одна предпочти-
тельнее другой с точки зрения первого игрока, то с точки зрения
второго игрока порядок предпочтения обратный. Таким образом,
на переговорном множестве интересы игроков являются антаго-
нистическими и дальнейшее сотрудничество для достижения вза-
имной выгоды невозможно. Что делать дальше? Какую точку пе-
реговорного множества можно считать решением? Существуют
несколько подходов к понятию решения кооперативной игры.

Нейман и Моргенштерн считают, что само переговорное мно-
жество является решением, т. е. анализ игры заканчивается по-
сле выделения переговорного множества, а выбор конкретной сов-
местной стратегии остается на совести игроков. Они вправе вести
любые переговоры: торговаться, угрожать — эти проблемы оста-
ются за переделами математики.

Имеются и другие подходы, основанные на принципах «спра-
ведливости» или, наоборот, «угроз».
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Арбитражная
схема Нэша

Концепция справедливого решения предполагает,
что игроки до начала игры договариваются о не-
которых принципах (аксиомах) справедливости.

Эти принципы сообщаются третьему лицу — арбитру, и арбитр,
основываясь на них, выбирает конкретную точку переговорного
множества, которую игроки обязуются принять в качестве спра-
ведливого решения кооперативной игры. Возможны различные
варианты арбитражного решения. Мы рассмотрим один из них,
предложенный упомянутым выше Джоном Нэшем.

Для того чтобы вынести решение в конкретной игре, арбитру
должны быть известны:

• вид платежного множества K в этой игре;

• точка status quo (u′, w′), рассчитанная для некооперативного
варианта данной игры (см. с. 253).

Задача построения арбитражной схемы состоит в выборе функ-
ции f (арбитражной функции), которая давала бы решение

(ū, w̄) = f(K, (u′, w′)),

удовлетворяющее всем аксиомам справедливости.
Нэш предлагает следующий набор аксиом.

Аксиома 1 (оптимальность по Парето). Арбитражное ре-
шение должно принадлежать переговорному множеству (мно-
жеству Парето):

(ū, w̄) ∈ P.

Аксиома 2 (индивидуальная разумность):

ū � u′, w̄ � w′.

Этот принцип представляется интуитивно обоснованным: ар-
битражное решение должно давать каждому игроку не меньше,
чем гарантированный доход в точке status quo, даваемый защит-
ной стратегией при некооперативной игре «на свой страх и риск».
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Аксиома 3 (симметрия). Если платежное множество K
симметрично относительно биссектрисы первого квадранта,
т. е. (u,w) ∈ K ⇒ (w, u) ∈ K, и гарантированные выигрыши
равны (u′ = w′), то и арбитражное решение симметрично:

ū = w̄.

Аксиома 4 (независимость от линейного преобразова-
ния). Если платежное множество вместе с точкой status quo
подвергнуть линейному преобразованию

u1 = au+ b, w1 = cw + d,

то новое арбитражное решение подвергнется такому же преоб-
разованию:

ū1 = aū+ b, w̄1 = cw̄ + d.

Аксиома 5 (независимость от посторонних альтерна-
тив). Если платежное множество K расширяется за счет до-
бавления множества новых точек S, то новое арбитражное ре-
шение должно либо остаться прежним, либо переместиться во
множество S. Другими словами, новые возможности не долж-
ны менять порядка предпочтения старых.

Эта аксиома интуитивно воспринимается труднее остальных.
Для ее обоснования обычно приводят контрпример примерно та-
кого содержания.

В ресторан заходит посетитель. К нему подходит официант:
«В меню есть мясо и рыба, что Вам подать?» Посетитель, по-
думав, выбирает мясо. Через несколько минут официант возвра-
щается со словами: «Простите, я забыл сказать, что мы можем
предложить еще курицу». Клиент на это отвечает: «Хорошо, то-
гда принесите мне рыбу»(?!)

Мы не будем вдаваться в содержательную критику аксиом Нэ-
ша, ведь для нас это только пример подхода к выбору решения.
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Важно то, что этот набор аксиом обладает замечательным свой-
ством: можно показать (см., например, [22, с. 149]), что существу-
ет е д и н с т в е н н а я арбитражная функция, которая ему удо-
влетворяет. Эта функция описывается следующим алгоритмом:

а) начало координат переносится в точку status quo:

u1 = u− u′, w1 = w − w′;

б) из точек платежного множества выбирается та, у которой
максимально произведение координат в новой системе:

u1 · w1 → max;

в) производится обратное преобразование координат.
Приведенная процедура дает точку (ū, w̄) переговорного мно-

жества, которую нужно считать справедливым исходом игры с
точки зрения выбранной системы аксиом.

Если нас интересует не только арбитражный исход, но и са-
ма совместная смешанная стратегия, которая приводит к этому
исходу и которую мы должны считать решением кооперативной
игры со строгим соперничеством, то для этого потребуется най-
ти решение системы трех линейных уравнений относительно mn
переменныx zij :

m∑
i=1

n∑
j=1

uijzij = ū,

m∑
i=1

n∑
j=1

wijzij = w̄,

m∑
i=1

n∑
j=1

zij = 1.

Поскольку число переменных превышает число уравнений, коли-
чество решений бесконечно. Однако нас интересуют не любые ре-
шения, а лишь н е о т р и ц а т е л ь н ы е, так как по своему
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смыслу величины zij — вероятности. При таком ограничении ре-
шение может оказаться даже единственным.

П р и м е р. Найдем арбитражный исход по Нэшу и со-
ответствующее ему решение в смешанных стратегиях для игры
«семейный спор». Как видно из рис. 19.11, платежное множество
этой игры симметрично и точка status quo, найденная в примере
на с. 254, также лежит на оси симметрии, поэтому арбитражный
исход можно построить сразу, воспользовавшись аксиомами опти-
мальности по Парето и симметрии. Решение должно находиться
на пересечении переговорного множества с биссектрисой первого
квадранта:

ū = w̄ = 1.5,

что соответствует точке P5.
Для нахождения соответствующей совместной смешанной

стратегии Z = (zij)2×2 составим систему линейных уравнений

z11 −z12 −z21 +2z22 = 1.5,
2z11 −z12 −z21 +z22 = 1.5,
z11 +z12 +z21 +z22 = 1.

Неотрицательное решение этой системы может быть найдено ме-
тодом искусственного базиса [9, ч. I, с. 106]. Введем искусственные
переменные y1, y2, y3 и построим задачу линейного программиро-
вания:

y1 +y2 +y3 → min,
z11 −z12 −z21 +2z22 +y1 = 1.5,

2z11 −z12 −z21 +z22 +y2 = 1.5,
z11 +z12 +z21 +z22 +y3 = 1,
z11, z12, z21, z22, y1, y2, y3 � 0.

Если условия непротиворечивы (а этого не может быть по смыслу
задачи), то оптимальный план должен содержать нулевые значе-
ния искусственных переменных, при этом значения основных пе-
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ременных дадут некоторое неотрицательное решение системы ли-
нейных уравнений. В нашем случае (процесс решения симплекс-
ным методом опускаем) оптимальный план следующий:

z11 = 0.5, z12 = 0, z21 = 0.5, z22 = 0, y1 = y2 = y3 = 0.

Следовательно, арбитражная совместная смешанная стратегия
имеет вид

Z̄ =

(
0.5 0
0 0.5

)
.

То есть, как и следовало ожидать, наилучшим оказалось компро-
миссное решение, олицетворяющее согласие и справедливое, хотя
бы по Нэшу, равенство супругов. �

19.7. Другие направления теории игр

Согласно образному сравнению Н.Н.Воробьева (см. истори-
ческие замечания в конце главы), теория игр в целом похожа на
дерево. Она имеет разветвленные корни, вырастающий из них
ствол — основополагающую книгу отцов-основателей Дж. фон
Неймана и О. Моргенштерна — и мощную крону, в которой пе-
реплелись современные работы по теории игр. Плодоносить это
дерево только начинает, практические урожаи еще впереди.

Классические игровые модели, которые мы рассматривали в
этой главе, имеют разнообразные обобщения и расширения. Ни-
же мы упомянем некоторые из них, не вникая в математические
детали, чтобы дать некоторое представление о разнообразии по-
становок задач.

Бесконечные анта-
гонистические игры

Рассмотренные нами игры всегда были
конечными, то есть в нормальной фор-
ме игра описывалась платежной матри-
цей конечных размеров. Однако многие

интересные игровые задачи можно сформулировать, если предпо-
ложить, что множество чистых стратегий бесконечно. Например,
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любопытные игры типа дуэли приводят к построению важного
класса игр на единичном квадрате.

Представим себе двух противников (рис. 19.12), по сигналу
секунданта начинающих движение из исходных позиций к барье-
ру, находящемуся на единичном расстоянии от каждого. Решение

10x y1

Барьер

Рис. 19.12. Дуэль

(чистая стратегия) игроков — это расстояние до барьера (x и y
соответственно), с которого они производят выстрел. Когда оно
уменьшается, возрастает вероятность попасть в противника, од-
нако увеличивается возможность быть убитым самому. Для каж-
дой пары значений (x, y) можно рассчитать вероятность победы
в дуэли для первого игрока (и поражения второго, так как игра
антагонистическая), эта вероятность будет некоторой функцией
u(x, y) — функцией выигрыша, определенной на единичном квад-
рате.

Казалось бы, перенос основных результатов теории матрич-
ных игр на бесконечный случай не составляет труда. К сожале-
нию, это не так. Для игр с бесконечным (даже счетным) числом
чистых стратегий в общем случае несправедлива теорема о мини-
максе, да и весь анализ игр значительно сложнее, особенно, если
функция выигрыша терпит разрывы. Поэтому усилия исследова-
телей направлены на изучение отдельных классов таких игр и их
применение в практике [4].

Многошаговые и диф-
ференциальные игры

Многие интересные для изучения игры
носят многошаговый характер, однако
их исследование посредством приведе-

ния к нормальной форме на имеет практического смысла, так как
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число получающихся при этом чистых стратегий хоть и конечно,
но необозримо велико. Поэтому классическая теория матричных
игр мало что дает для анализа широко распространенных слож-
ных многоходовых игр (шахматы, шашки, го и др.). Стремление
создать алгоритмы, а потом и компьютерные программы, которые
бы играли на уровне человека, привело к созданию нового науч-
ного направления, которое не принято относить к традиционной
теории игр, его обычно включают в сферу исследований, которая
в последнее время стала оформляться под названием «искусствен-
ный интеллект». Видное место среди проблем искусственного ин-
теллекта занимает разработка программ, играющих в шахматы, в
результате удалось создать алгоритмы, выигравшие матч у чем-
пиона мира (см. исторические замечания в конце главы). Теоре-
тическим и практическим вопросам программирования сложных
комбинационных игр (не только шахмат) посвящена специальная
литература [1], [12].

С другой стороны, существуют многоходовые игры, в кото-
рых позиции имеют регулярную структуру, а отдельные ходы до-
статочно просты и похожи друг на друга (простейший пример —
разобранная нами игра в спички, см. с. 248). Более общий слу-
чай — так называемые игры на разорение (ruin games), в кото-
рых каждый игрок, начиная игру, имеет некоторые ограниченные
ресурсы. На каждом шаге ресурсы уменьшаются и выигравшим
считается тот, кто первым истощит ресурсы противника (разорит
его). Хорошее введение в теорию многошаговых игр имеется в
книге [22].

Очень интересное и практически важное обобщение многоша-
говых игр получается, когда промежуток времени между хода-
ми убывает, в пределе получаются непрерывные игры, в кото-
рых каждый игрок должен делать ход в каждый момент време-
ни. Это так называемые дифференциальные игры. Классическим
примером дифференциальных игр являются игры преследования
(pursuit-evasion games), когда ракета, например, догоняет самолет
противника. Задачей игроков в такой игре является нахождение,
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с одной стороны, оптимальной траектории движения ракеты, а с
другой — наилучшего противоракетного маневра. Прикладное во-
енное значение теории дифференциальных игр очевидно, по этой
причине первые работы на эту тему, выполненные сотрудником
RAND Corporation Руфусом Айзексом в 1951—1954 гг., были за-
секречены, знаменитая монография [2] вышла только в 1965 г. и
тут же была переведена на русский язык.

Игры
многих лиц

В нашем кратком введении в теорию игр мы совер-
шенно не касались важного и интересного раздела
теории игр — игр многих лиц, основы теории ко-

торой также были заложены фон Нейманом и Моргенштерном.
Дело в том, что по своему подходу она принципиально отлича-
ется от рассмотренной нами теории игр двух лиц. Если в играх
двух противников изучаются вопросы выбора наилучших в неко-
тором смысле с т р а т е г и й, то в теории игр многих лиц
упор делается на к о а л и ц и о н н о м аспекте, т. е. подроб-
но исследуются механизмы образования, устойчивости и распада
различных группировок игроков. Сами по себе очень интересные,
эти вопросы стоят несколько в стороне от проблем выбора реше-
ний в условиях неопределенности. Первичные сведения об играх
многих лиц можно почерпнуть из книг Льюса и Райфы [16, гл.
7–11] и Оуэна [22, гл. 8–10].

19.8. Исторические замечания

Развлекающие человечество салонные игры существуют ты-
сячелетия. Суть любой игры в том, что ее исход изначально не
предопределен, он реализуется в процессе противостояния и за-
висит как от искусства игроков, так, возможно, и от независящих
от них случайных обстоятельств. Существуют три основных фак-
тора, делающих игру интересной и содержательной:

• Комбинаторная сложность. В комбинаторных (логиче-
ских) играх состояние игры определяется только действи-
ями участников и имеется полная информация о текущей
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позиции, однако число вариантов настолько велико, что их
исчерпывающий анализ выходит за пределы реальных воз-
можностей игроков. Типичный пример — игра в шахматы.

• Присутствие случая. В играх, которые принято называть
азартными (от франц. hasard — случай, судьба), позиция
определяется не только сознательными ходами игроков, но
и некоторыми случайными манипуляциями (сдача карт, бро-
сание игральных костей и т. п.). В чисто азартной игре от
игроков не требуется ничего, кроме везения. Пример — древ-
нейшая игра в кости.

• Неполнота информации о действиях противника. Устро-
енные на этом принципе игры называются стратегически-
ми. В стратегических играх каждый из игроков вынужден
принимать решения в условиях неопределенности, вызван-
ной незнанием поведения соперников. Примером простой, но
интересной стратегической игры может служить «морской
бой», которым занимают себя студенты на скучных лекциях.

Среди бесчисленного множества существующих игр можно
встретить чисто логические, азартные и стратегические, а также
любые их сочетания. К комбинированным относится большинство
сложных карточных игр, совмещающих азарт с логическим ана-
лизом.

∗ ∗ ∗
Простые логические игры типа «крестики-нолики» изучались

с незапамятных времен, для них давно известны алгоритмы оп-
тимального поведения. Как следствие, научный интерес к таким
забавам пропал, переключившись на сложные комбинационные
игры. Принципиально вопрос о существовании решения в любых
логических играх был решен в 1913 г. Эрнстом Цермело (см.
замечание на с. 247), проблема состоит в создании эффективных
алгоритмов поиска решения, позволяющих обойтись без полного
перебора вариантов.
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Эталоном сложной комбинаторной игры всегда были шахма-
ты. Из-за астрономического числа вариантов любые попытки их
прямого перебора обречены на неудачу даже при использовании
быстродействующих компьютеров. Путь к успеху заключается в
моделировании процесса мышления живого шахматиста, его спо-
собности оценивать и прогнозировать ситуацию на доске. Пионер-
ская публикация на эту тему принадлежит выдающемуся амери-
канскому инженеру и математику, одному из отцов-основателей
кибернетики Клоду Шеннону (Shannon, Claude Elwood; 1916–
2001). Созданный им шахматный алгоритм явился основой для
последующих разработок и первым достижением в области ис-
кусственного интеллекта3. В дальнейшем шахматные программы
росли и развивались вместе с компьютерами, и настал день, когда
компьютер бросил вызов действующему чемпиону мира по шах-
матам Гарри Каспарову (р. 1963). Для сражения с гроссмейсте-
ром компания IBM разработала специальный многопроцессорный
шахматный супекомпьютер Deep Blue. После первого поражения
в 1996 г. усовершенствованная программа в следующем году вы-
играла матч из 6 партий со счетом 3.5 : 2.5 (рис. 19.13). Востор-
женные журналисты написали тогда, что «компьютер поставил
мат человечеству».

На самом деле все не так. Человечество в лице команды раз-
работчиков шахматной программы, вооруженное передовыми до-
стижениями науки и технологии, сумело одолеть отдельного, хотя
и гениального, шахматиста.

∗ ∗ ∗
Типичным представителем чисто азартных игр является из-

вестная с глубокой древности игра в кости, упомянутая еще в
Библии и древнеиндийском эпосе Махабхарата. Ее правила при-
митивны: игроки делают ставку и бросают игральные кости (одну,
две, три). Выигрывает тот, у кого сумма очков больше. Несмот-

3Shannon C. E. Programming a Computer for Playing Chess // Philosophical
Magazine. 1950. Ser.7. V. 41. No. 314. Русский пер. в кн.: Шеннон К. Работы
по теории информации и кибернетике. М.: ИЛ, 1963. С. 192–215.
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Рис. 19.13. Гарри Каспаров признает поражение в решающей
партии матча с компьютером Deep Blue 11 мая 1997 г.

ря на то, что никакого умения в этой игре не требуется, именно
она дала толчок к созданию в будущем теории вероятностей. На-
пример, Джероламо Кардано (Cardano, Gerolamo; 1501–1576)
написал трактат «Об азартной игре». Галилео Галилей (Galilei,
Galileo; 1564–1642) детально изучил исходы при бросании трех
костей и написал работу «О выходе очков при игре в кости» и
др. В дальнейшем анализ азартных игр привел к формулиров-
ке фундаментального понятия математического ожидания выиг-
рыша, которое в XVIII веке четко сформулировал Пьер-Симон
Лаплас (см. с. 200): «Если выгода зависит от многих событий, то,
беря сумму произведений вероятности каждого события на благо,
связанное с его наступлением, мы получим эту выгоду».

Пройдя через века и страны, азартные игры дошли до нашего
времени в виде рулетки, игровых автоматов и разнообразных чис-
ловых лотерей (5 из 36, 6 из 45 и др.), в которых игрок сам отмеча-
ет (зачеркивает) полюбившиеся ему числа. Поскольку в честной
азартной игре, в отличие от комбинаторной, никакое искусство
не может повысить ожидаемый выигрыш, все «системы», на ко-
торые страдающие игроманией люди тратят свои деньги и время,
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совершенно бесполезны. Цель игры должна быть сформулирована
по-другому. Можно ставить, например, задачу нахождения опти-
мального поведения игрока, располагающего к моменту начала
игры некоторой заданной суммой и обладающего заданной функ-
цией полезности денег.

Очень оригинальную идею для лотереи «Спортлото», основан-
ную на психологических наблюдениях, предложили доктор психо-
логических наук Н. Венда и инженер Н. Гyревич4. Она заключает-
ся в том, что в «Спортлото» нужно играть не против лототрона —

Билет «Спортлото»

его обыграть невозможно, а про-
тив других игроков. А для этого
надо изучить особенности пси-
хологии «среднего игрока». Ав-
торы проанализировали боль-
шой массив заполненных лоте-
рейных билетов и обнаружи-
ли, что игроки используют од-
ни комбинации чаще (например,
содержащие «счастливое» чис-
ло 7), чем другие. Тогда своя
стратегия заключается в том,
чтобы избегать популярных комбинаций. Так как выигрыш на
один билет определяется путем деления призовой суммы на число
выигравших билетов, то, если уж судьба улыбнулась и выбранная
комбинация оказалась выигрышной, число претендентов на де-
леж приза должно быть меньше. А если не повезло и комбинация
проиграла, — ничего не поделаешь!

∗ ∗ ∗
В отличие от комбинаторного и азартного аспек-

тов, стратегические вопросы игр стали изучаться толь-
ко в XX веке. Первые идеи подал выдающий француз-

4Венда Н., Гуревич Н. Психология спортлото // Наука и жизнь, 1980. № 1.
С. 146-151. — http://the-mostly.narod.ru/misc/psychology_of_sportloto.html.
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ский математик Эмиль Борель (Borel, Felix Edouard
Justin Emile; 1871–1956) — один из самых известных

Эмиль Борель

математиков XX века, президент Парижской
академии наук с 1934 г. Борель проявил спо-
собности к математике с раннего детства,
уже в 3 года начал изучать геометрию. По-
сле окончания самого престижного высшего
учебного заведения в области точных наук
— Нормальной школы — преподавал в Лион-
ском университете, а позднее — в своей Alma
Mater. В годы Второй мировой войны Борель
активно участвовал в движении Сопротивле-
ния, был схвачен немцами и сидел в тюрьме.

В 1921 г. была опубликована его неболь-
шая заметка «Теория игры и интегральные

уравнения с кососимметрическими ядрами», в которой на кон-
кретных примерах были впервые сформулированы основные по-
нятия стратегических игр (доминирование чистых стратегий, сме-
шанные стратегии).

В 1926 г. в возрасте 23 лет к разработке теории подключается
один из величайших математиков XX века Джон фон Нейман
(биографическую справку см. на с. 201). Уже через полтора года
вышла его первая статья5, в которой содержатся важнейшие идеи
современной теории стратегических игр и ее основополагающие
результаты, в частности теорема о минимаксе.

После некоторой паузы в конце 1930-х годов фон Нейман снова
возвращается к теории игр, на этот раз совместно с экономистом
Оскаром Моргенштерном. Итогом многолетней работы яви-
лась монография «Теория игр и экономическое поведение», вы-
шедшая первым изданием в 1944 г. (рис. 19.14). Эта книга сразу

5 Neumann J. V. Zur Theorie der Oesellschaftsspiele // Mathematische Annalen.
1928. V. 100. P. 295—320. — Русский пер.: Дж. фон Нейман. К теории стра-
тегических игр // Матричные игры: сб. пер. под ред. Н.Н.Воробьева. М.:
ГИФМЛ, 1961. С. 173–204.



19.8.. Исторические замечания 273

Рис. 19.14. Д. фон Нейман (справа), О.Моргенштерн и их монография
(первое американское издание и русский перевод под ред. и с добавле-

нием Н.Н.Воробьева)

стала классикой, основополагающей «библией» новой науки, пе-
реведенной на многие языки мира (русское издание вышло только
в 1970 г.).

Хотя теория игр возникла из анализа экономических моделей,
на заре своего развития она воспринималась как чисто формаль-
ная дисциплина, математический курьез, однако впоследствии по-
явились успешные попытки применить ее методы не только в эко-
номике, но и в биологии, социологии, антропологии. С середины
1980-х гг. начинается активное практическое использование тео-
рии игр, особенно в экономике и менеджменте. Современную эко-
номическую науку невозможно представить без игровых моделей,
о чем свидетельствует присуждение нескольких Нобелевских пре-
мий за приложение теории игр к экономике.

∗ ∗ ∗
Джон Форбс Нэш младший (Nash, John Forbes, Jr.; р. 1928)

родился в Блюфилде, штат Западная Виргиния, в семье инжене-
ра и учительницы. В школе учился средне, а математику вообще
не любил до тех пор, пока к нему в руки не попала книга Эрика
Белла «Творцы математики». В 1948 г., получив степени бакалав-
ра и магистра в университете Карнеги — Меллона, он поступил в
Принстонский университет с рекомендательным письмом от свое-
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го научного руководителя, содержащим всего одну строчку: «Этот
человек — гений!»

В Принстоне Нэш посещал лекции Джона фон Неймана

Джон Нэш

и познакомился с теорией игр, кото-
рая поразила его воображение. Через
год 21-летний ученый написал диссерта-
цию на 27 страницах, за которую сорок
пять лет спустя получил Нобелевскую
премию.

В 1951 г. Джон Нэш стал работать
в Массачусетсском технологическом ин-
ституте, там он написал ряд статей по ве-
щественной алгебраической геометрии и
теории римановых многообразий. Одна-
ко отношения с сослуживцами у Джона
не сложились, и он уезжает работать в
корпорацию RAND в Калифорнию, где

работали ведущие американские ученые. Благодаря своим иссле-
дованиям в области теории игр, Нэш стал одним из ведущих спе-
циалистов в области ведения холодной войны. Но и там Джон не
ужился. Он безуспешно пытался получить статус политического
беженца во Франции, Швейцарии и ГДР и отказаться от амери-
канского гражданства, был арестован французской полицией, де-
портирован в США и вновь вернулся в Принстон.

В 1958 г. у Нэша проявились признаки тяжелого психическо-
го заболевания, он лишился работы и через некоторое время был
принудительно помещен в психиатрическую клинику, где ему по-
ставили диагноз «параноидальная шизофрения» и подвергли тя-
желому медикаментозному лечению.

Для Нэша настали тяжелые времена. Болезнь прогрессирова-
ла: он постоянно чего-то боялся, говорил о себе в третьем лице,
писал бессмысленные почтовые карточки, звонил бывшим колле-
гам. В 1962 г. после нескольких лет мучений от Нэша ушла жена.
В 1970 г. Алисия Нэш вновь приняла Джона, это спасло учено-
го от бездомности. В последующие годы Нэш продолжал ходить
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в Принстон, записывая на досках странные формулы. Студенты
Принстона прозвали его «Фантомом». В 1980-х годах болезнь, к
удивлению врачей, стала отступать. На самом деле Нэш научился
не обращать на нее внимания и вновь занялся математикой.

11 октября 1994 г. в возрасте 66 лет, Джон Нэш вместе с амери-
канским экономистом венгерского происхождения Джоном (Яно-
шем) Харсаньи (Harsanyi, John Charles; 1920–2000) и немецким
экономистом Райнхардом Зелтеном (Selten, Reinhard; р. 1930) по-
лучил Нобелевскую премию «За фундаментальный анализ равно-
весия в теории некооперативных игр».

В 1998 г. профессор экономики Колумбийского универси-
тета Сильвия Назар написала биографию Нэша под названи-
ем «A Beautiful Mind: The Life of Mathematical Genius and
Nobel Laureate John Nash». Книга мгновенно стала бестселлером.
В 2001 г. по ее мотивам был снят фильм «A Beautiful Mind» (в рос-
сийском прокате — «Игры разума»), который получил четыре
«Оскара».

Кроме Джона Нэша с соавторами Нобелевскую премию за ис-
следования в области теории игр получили в 2005 г. израильские
ученые Роберт Ауманн и Томас Шеллинг «За углубление наше-
го понимания сути конфликта и сотрудничества путем анализа
теории игр».

∗ ∗ ∗
Советская научная общественность познакомилась с теорией

игр и решений в конце 1950-х — начале 1960-х гг., когда на русском
языке были изданы переводы первых учебников6. Особую роль
в популяризации новой научной дисциплины сыграла блестящая
книга Р.Льюса и Х.Райфы «Игры и решения» [16]. Написанная
живым, образным языком, с большой долей юмора, эта книга из-
лагает теорию игр на качественном, неформальном уровне. Как

6 Мак-Кинси Дж. Введение в теорию игр. М.: Физматгиз, 1960; Вильямс. Дж.
Совершенный стратег или Букварь по теории стратегических игр. М.: Сов. ра-
дио, 1960; Блекуэлл Д., Гиршик М.А.Теория игр и статистических решений.
М.: ИЛ, 1958 и др.
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пишут сами авторы, эта книга о теории игр, а не изложение самой
теории. Такая ориентация книги делает ее особенно ценной, так
как фундаментальные принципы теории игр обладают обманчи-
вой простотой, их формальное изучение приносит мало пользы.

Отечественная научная школа в области теории игр

Н.Н.Воробьев

сформировалась во многом благодаря по-
движнической деятельности выдающего-
ся математика Николая Николаеви-
ча Воробьева (1925–1995). Сначала он
учился в Ленинградском кораблестрои-
тельном институте, потом на математико-
механическом факультете Лениградского
университета, который закончил в 1948 г.
по специальности «алгебра». Вся науч-
ная деятельность Воробьева связана с Ле-
нинградским отделением Академии наук
СССР (впоследствии РАН), где он обу-
чался в аспирантуре под руководством

А.А.Маркова, а затем проработал до конца жизни в созданной
им в 1961 г. лаборатории теории игр и исследования операций.

Первые научные работы Воробьева относились к чистой алгеб-
ре и теории вероятностей, но, познакомившись с зарождающейся
теорией игр, он с энтузиазмом отдался этой науке. Его вклад в
теорию игр не исчерпывается многочисленными оригинальными
результатами, куда важнее его научно-организационная деятель-
ность как признанного главы отечественной научной школы по
выращиванию кадров, организации конференций и т. п. В частно-
сти, Воробьев организовал издание классических работ по теории
игр, включая монографию Неймана и Моргенштерна. Поскольку
с момента оригинальной публикации прошло 25 лет, в книгу было
включено обширное редакторское добавление, в котором излага-
ется история математический идей, приведших к созданию теории
игр, комментируется содержание книги с современных позиций и
дается обзор текущего состояния этой науки.
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